CALCOLO DEGLI INTEGRALI

ESERCIZI SVOLTI DAL PROF. GIANLUIGI TRIVIA

Parte 1. INTEGRALI INDEFINITI
1. INTEGRAZIONE DIRETTA

1.1. Principali regole di integrazione.

(1 ) Se F'(z) = f (z), allora [ f (z)dx = F (z) + C dove C ¢ una costante arbitraria.
(2) JAf(z)dx = Af f (z)dz dove A ¢ una costante
(3
(4)

)f[()ih W—fﬁ )dz £ [ fo (@
) Se [f(z)dz=F ()+Cedu—¢()alloraff(u)du:F(u)JrC

1.2. Tavola degli integrali elementari (immediati). Ecco un elenco

[ =nz[+C, pifl in generale Jandx = 2" L O conn#—1

n+1
r = In )| + ﬁ—farctan +
f(”)d 1 C e C
sz(JEEaQ = %ln’(‘ifz +C f \/Id;-i-a :111|.’E+\/m| +C
fa“’d:r:%—i—(}' f\/%:arcsin%—l—(}':—arccos%—i—C
Jetde =e* +C fsinxd:c——cosxdx—l-C’
coszdr = sinx + 2 =tanz +
d i C COS C
dw *fcoterC fsﬁf”x ln|tan§|+C

1.3. Integrali risolvibili con le regole di integrazione e formule di integrazione.
Esercizio 1. [5a?z%dx =

Soluzione. = 5a* [ 2%dx = 5a2""/’77 +C

Esercizio 2. [ (6372 + 8z 4 3) dx =

Soluzione. =f6x2dx—|—f8xdx+f3d:v=%+%+3%+C:2x3+4x2+3x+0

Esercizio 3. [ [z (z+a)(x+b)]dx =

Soluzione: = [ [z + (a4 b) 2® + abz| dx = [z3dx + (a +b) [2?dz + ab [ zdx = % (a+b)%

Esercizio 4. [ (a+ bz3)2 dr =

—|—ab”L

Soluzione: = [ (a2 + 2abz® + b?2%) do = o® [ dx + 2ab [ 23dx + b* [ 2%z = oz + ab%4 + bz% +C

Esercizio 5. [ \/2pzdx =

Soluzione: :f(2p:c) de = \/2p [w3de = \/>1;2 +C=22pz3 +C

d
Esercizio 6. [ v

W

+C
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1
Soluzione: = [z~ wdy = & 1+1 s Ll +C

Esercizio 7. [(Vz+1)(z — vz +1)dz =
Soluzione: :f< S _rtartax—at —|—1)dm—fx2dm+fdaj—

tz+C=2z3+24+C

241 2_9
Esercizio 8. [ (2% +1) (@ )dx =

3/x2
13

Soluzione: = f (x4 —x? - 2) = 5dr = f (IT — T3 — 2:6’%) dr = fx%dz—fx%dx—Qfxfgdx = %IT —

%x% — 623 +C

d
Esercizio 9. [ %dm =
x

Soluzione = % arctan % +C

dx
E izio 10. =
sercizio J 10
. 1
Soluzione = 3770 In x+\ﬁ‘ +C
dx

Esercizio 11. [

Vita?
Soluzione = In ’x + V4 + a:2| +C

d
Esercizio 12. [ adr _
a—1x
d d(a— C
Soluzione. = afix = —a/ da=2) =—alnjla—z|+alnC =aln
a—1T a—x a—1x
Esercizio 13.
J =
Soluzione = arcsin ﬁ + C' = arcsin %= —i— C
2 2 _ 2 — 2
Esercizio 14. [ v2ta? —V2-u dr =
4 — x4
Soluzione = f \/V4 ;dw f i:; dx = f ﬁtﬁm f ﬁj@d

= arcsin —

-t | e

\/2—|—x2)—|—C’

o e 2
Esercizio 15. [ £+l =

Soluzione. :fwdx—f(x—i—l)dx—i—?f%:x—;+x+2ln|:r—l|

z—1
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x +5w+7
Esercizio 16. [ &34 dr =
Soluzione. Divido il numeratore della frazione per il denominatore mediante la procedura di divisione di due polinomi

e ottengo 2% + 5z + 7 = (z + 3) (z + 2) + 1, per cui
xX €T 7)2
= [ eI gy = [ (2 +2)de + [ 2% = & + 22 + Infx + 3|

s zi4z?41
Esercizio 17. [ *+t&tldy =
Soluzione. Divido il numeratore della frazione per il denominatore mediante la procedura di divisione di due polinomi
eottengo z* + 22+ 1= (z —1) (¥ +2? +22+2) +3 = (z— 1) (z + 1) (2 + 2) + 3, per cui
2
DEADETR) S g - f (@ 22 + 20+ 2) do+3 [ 225 = 2+ 2 42 + 294+ 3In o — 1]

(a—
= f r—1

Esercizio 18. f de

sl gy = [ =l gy — [ z—‘,—l)zdx_f(l"rl)

Soluzione. = f 1) @) [(+1)Pde=In]z+1]+ ]

bdx

Esercizio 19. f

Soluzione. =b [ (1 — a?)*% d(1l—uz)

= -2bv/1 —=x

Esercizio 20. [ Va — bxdx =

Soluzione. = —1 [ (a — bx)% d(a—br)=—g (a—

3
2

b)

Esercizio 21. [ @dl‘ =

Soluzione. = [ %dlﬂr‘f Wegy = [273% 4 [Inwd(lnz) = 2y + § In’ 2!

) o dx _
Esercizio 22. = 32295 =

. _ 1 dx _ 2f \/g
Soluzione. = 3 74T = 3v5 arctan T

Esercizio 23. [ —4

2v/3
. _1 de  _ 1. 17 .2 . Viz—2v2
Soluzione. = 7] 2T =716 In T+%§’ =15 In retovs
. . 2
Esercizio 24. [ Fmdr =
. _ x +2 2 2 x
Soluzione. = [ *4252dx = Jdx — f s = — 5 arctan -

Esercizio 25. [ tan®xdx =

1q (Inz) = df
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Soluzione. applicando la formula goniometrica, = [ ( 1) dr =tanx —x + C

cos®

Esercizio 26. [ 3%e” =

(3e)”  ~_ _(3¢)°

1 i —— x = =
Soluzione. = [ (3¢)” dx m3e T C T+ 1n3

+C

1.4. Integrazione per introduzione sotto il segno di differenziale. La regola 4), se f (z)dx = F (z)+C e du = ¢ ()
allora [ f (u)du = F (u) + C estende notevolmente la tavola degli integrali elementari, in quanto essa rimane valida
anche nel caso in cui la variabile indipendente sia una funzione derivabile. In particolare

/\/%Zé/(5x—2)_;d(5x—2)_5(5x2)_|_C_ EN s

cio equivale anche ad operare la sostituzione 5z — 2 = u, da cui, differenziando, 5dx = du.

2 3
Esercizio 27. /idx:
2 +1
Soluzione. riscriviamo il numeratore come 2x + 3 = 2z + 1 + 2, avremo
d(2z+1)
= de= [ d _ = In (2 1 C
/( )x /x+/2+1 /2x+1 r+In(2x+ 1)+
Esercizio 28. f — 3w =
3+ 2x
1 3 1 T 3. x+3-32
Soluzione. = dr— | ———dx = =1n 2m+3—3/7dx:lln 243 - [—2_2dy =
/éx+3 /éx+3 ol | 2(z+3) 2o | 2f(x+§
1 3 9 1 1 3 9 3 11 3
1
Esercizio 29. fx +1d =
— 142 -1 1 d
Soluzione.:fudx:fwdx+2/ ’ /(x+1)d:v+2ln|x—1| —+x+2ln\x—1|+C’
rx—1 x—1 r—1
245 7
Esercizio 30. fwdx:
z+3
24 604+9—a—2 3)? 3-1 d 2
Soluzione.:fx + xx++3 i dx:f(a;—:?)) x—fx1+3 de = [ (z+3)dx— x3=%+2x—|—ln\x+3|+6
Esercizio 31. fidx:
+1)
1 1 _ 1
Soluzione. :sz x—/ﬁdlen|x+1|—/(x+l) de=Inlz+1 - ——+C
(x+1) (x+1) r+1

. . x
Esercizio 32. [ \/ﬁdaﬂ
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1
Soluzione. = — =_Vz24+1+C

—dx
2/\/x2+1 2

fﬁ—'_lnxdx—
x

Esercizio 33.

1 1 1
Soluzione. :ffdm—k/nxdx—/x2dx—|—/lnx(dlnx) =2v/x + §1n2x—|—0

dx B
3224+5

1 d 1
Soluzione. = 3 J ﬁ = \/7175 arctan (\/§Z> +C

Esercizio 34. [

2
-5 6
Esercizio 35. [ %dw =
Soluzione. applichiamo [ r (”L)dx =1In|f (z)| + C e avremo

e+ 4 2 —bx dzr T r b 2x
:/z2+4dx+/ z2+4dx:x+2/x2+4—5/x2+ dm—x+arctan§ §/x2+4dx—x+arctanf—fln|x —1—4’—1—0

x
Esercizio 36. | ——dx =
J V7T — 8x2
d 1 5
Soluzione. = [ 7mdaz = arcsin ix +C
V5, /T — V5 7

x
Esercizio 37. [ ——dz =
V8x2 4+ 7

1
Soluzione. [ dr = In +C

224 /22 —|—%

7
T4y [a?+ <
3

20— 5
E izi . | ————dx =
sercizio 38 f3$2_2dx
2
. 1 2z dx 1 9 5 dx 1 9 5 V3. T3
SOIuZlOne.:g/md$—5/3x27_2:§1n|3$ —2|—3/x2_§=31n|3x —2’—57111 o 2 +C
3
-2
Esercizio 39. [ 533;27_’_937 T =
Soluzione. =3 [ ——de— [ 2 dp =3[ ' _do—t [ 0T facta\[ Lnjsa? +7) 4+ C©
zione. = — de— [ ———dx = S rctan —cln
52+ 7 ezt 522+ 7 0 5 5x2+7 “

x4+ 3
Esercizio 40. [ ——
\/7
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Soluzione. dr +3 :\/x2—4—31n’g—|—\/x2—4‘+0

. . X

Esercizio 41. [ o 5dx =
1 2 1
Soluzione. = if T:da: = iln}x2 — 5| +C
2
E izio 42. | ———dz =
sercizio I T dz
1 d (23 1

Soluzione. sapendo che d (x?’) = 322%dx, si ha = = / # = —arctanz® 4+ C

arcsin x

.2 dr =

Esercizio 43. [

Soluzione. sapendo che d (arcsinz) = \/1%7(11‘, si puo scrivere

B / varcsin x
V1-—a?

3
2

dx = [ (arcsin x)% d (arcsinzx) = 3 (arcsinz)? + C

— varctan 2z

Esercizio 44. [ rZ varanst . —

14422
T varctan 2x 1 8x
do—[ dr ==
1+ 422 1+ 422 87 14 4x2

Soluzione. = [

Esercizio 45. [42737dx =

d<42—3x) _ 42731

—3ln4  3Iln4 +C

Soluzione. = [

Esercizio 46. [ (¢* —e *)dx =
Soluzione. = [edr — [e *dz =e"+e "+ C

Esercizio 47. fe_(”:z"’l)xdx =

Soluzione. Siccome d (332 + 1) = 2xdx, avremo

1 (22 1 (.2
:5/6 (a2 41) =~ =) 10

Esercizio 48. [z - 7’ dy =
Soluzione. siccome d (332) = 2xdz, avremo

. x> 2\ 7m
/27 A(#) = 51= +C

N |

1 1 1 :
dz— [ (arctan 2x) 24 (arctan 2z) = 3 In (1 +42%) — 3 arctan? 2z + C
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. . €=
Esercizio 49. —de =
T

1 1 1
Soluzione. ancora, poiché d <> = ——dzx, avremo = —fe’%d <) =—¢r +C
T T x

e.’ﬂ
e —1
d(e®

_1) T

Esercizio 50. [ dr =

Soluzione. = [

Esercizio 51. [ cldz
sercizio 51. [ ——— =
V1 —e2®
d x
Soluzione. = [ % = arcsine® + C
—e xT

Esercizio 52. [ cos 2L dr =

V2

Soluzione. = /2  cos %d

NG (sc) Zﬂsini—&-C

V2 V2

Esercizio 53. [ (cosz + sin 2)de =

Soluzione. applicando la proprieta fondamentale della goniometria, si ha

1 1
:/(1+2sin21:)dx:/dx+§/sin2xd(2x):z—icos2x+0

cos /T

NG dx =
1
2y

Esercizio 54. [

Soluzione. essendo d (/) dz, si ha

:2/cosﬁd(\/§) =2sinyz + C

sin (In x)

Esercizio 55. [ dx =

Soluzione. ancora, essendo d (Inz) = df, siha = [sin(Inz)d(lnz) = —cos(Inz) + C

Esercizio 56. [ sin? zdx

Soluzione. ricordando le formule di bisezione, si puo riscrivere l'integrale

1-— 2 1 1 1 1
zfyda::§/dx—1/0052xd(2x):§x—1sin2x+0

Esercizio 57. [ cos® zdx
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Soluzione. sempre per le formule di bisezione
1 2 1 1 1
*/wdx = i/der f/cos2a:d(2:c) = §:r+ Zsm2x+C

Esercizio 58. f -
sin 5

d(z

(2) —21n’tan ‘—&—C

Soluzione. =2 [
E 59. [ —— zdx
sercizio =
cos? x2
Soluzione. ancora, poiché d (1’2) = 2xdxz, si ha
1 [d(z?) 1 5
== ——5 ==t C
2/(:082:102 2 anr -+
Esercizio 60. [ zsin (1 —2?)dz =
Soluzione. poiché d (1 — x2) = —2xdx, si ha = —% [sin (1 — x2) d (1 —x ) = 5 cos (1 - mQ) +C
Esercizio 61. [ tanzdz
. sinx .
Soluzione. = [ dx = —1In|cosz| + C (ancora, —sin xdx = d (cos z)
cosx

d
Esercizio 62. = [ — $ =
sin x cos
Soluzione. ricordando le formule di duplicazione sin 2z = 2sinz cosz si ha
d d(2
2/ ar :/7( z) = In[tanz| + C
sin 2x sin 2x

%(1+30052x)% +C

Esercizio 63. f V1 + 3cos? xsin 2zdx =
Soluzione. essendo d (cos x) —sin2x, si ha = —= f V14 3cos? xd (1 + 3cos? x)
% tan? +C

Esercizio 64. f pp.
cos

vtanx
——dr =
—5—dz, si ha = [Vtanxzd (tanz) =

Soluzione. poiché d [tan x]
1 1

-tan3x + ———
cos 3z

1+ sin 3x
E izio 65. d
sercizio Ik o3, @
) sin 3z 1 ,.dBz) 1 9
Soluzione. = [ R EL I o= gf o?an gf (cos™ 3z) d (cos 3x)
3 —1
E 66. dx
sercizio I PP
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473 — 4 1
Soluzione. = — f T T 1d =1 In |z* — 4z + 1| + C, (il numeratore ¢, infatti, la derivata del denominatore)
x

Esercizio 67. f
1+ \f

Soluzione. operando in R si pud scomporre il numeratore e ottenere

/<1+(\1f+><1f do= [do— [shar—z-Zotsc

Esercizio 68. fxe_‘”zdm =

2

Soluzione. = —% fe’””zd(—a:Q) = —%e*f’: +C

31

Esercizio 69. [ x 1 dr =
x

B 4+1-2
r+1

(z4+1) (2> -z +1) 1 3 x?
de—2[ ——de=2"—2 4491 1+C
T+ 1 vt e sy gt 2l

de = [

Soluzione. = [

dx
Esercizio 70. [ — =
Ver
x

Soluzione. = 2fe_§d (g) = 2 2 4+C

sinx
Esercizio 71. [ 7dx =
xr + cosx

Soluzione. poiché d(x + cosz) = 1 — sinz, avremo che il numeratore & la derivata del denominatore, per cui
=In|z +cosz|+C

Esercizio 72. [ —5— =
rln’x

dz
Soluzione. essendo d (Inz) = —, avremo
x

:/d(lnx): L.

In?x Inz

d
Esercizio 73. [ v
et +1
T 1— T
Soluzione. = [ %dm =[dz— | eT€+ 1dx =z—Inle*+1|+C
Esercizio 74. [ SMTCOST gy =

2 —sin*z
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Soluzione. poiché d (sin2 m) = sin x cos xdx, si puo riscrivere

x)+c

sm :c 9
farcsm (sm —
2
2— sm :c

dx
E izio 75. [ ————— =
sercizio J T
dx 1 (tanx) 1
Soluzione. = = Lons i = — arctan | tan +C
f2cos2gg+sin2x f2+tanac f?—l—tanm V2 < \/§>

2. INTEGRALI RISOLTI CON IL METODO DELLA SOSTITUZIONE DI VARIABILE

10

Molti degli integrali precedenti si potevano anche risolvere con tale metodo, cosi come gli integrali che seguiranno

potranno essere risolti anche con altri metodi.

Esercizio 76. [z (2z +5)'%dz =

t—>5 dt
Soluzione. introduciamo la sostituzione t =2x +5 0z = — da cui dx = 5 I'integrale diviene

t=5 19 1 11 5/10 IIRD) 9 11 1 12 5 11
= | — tdt== [t dt——= [t dt=—t"— —t"=— (2 57— — (2 5 C
/ 4 4/ 4 48 44 48(x+ ) 44(334— )+

dx
Esercizio 77. | — =
f 2z + 1
1 2
Soluzione. introduciamo la sostituzione 2x + 1 = o) 0 2r = 2 1, da cui 2dx = —t—3dt, cioe dr =

otteniamo
1

B 1 23 dt t—1 V2r+1-1
:/7t;dt:/——~7dt:2/7zln—:lnL—i—C
11— 1 B 1 V2r+1+1

22t

dx
Esercizio 78. [ —— =
/ ver —1
2t

Soluzione. sostituisco v/e® — 1 = t, cioe e* = t2 + 1 da cui e®*dz = 2tdt e quindi dx = mdt. Avremo

2t 1 dt
:/7.7dt:2/t2+1 —2arctant—2arctan(\/ )+C

t24+1 ¢

In2x
E izio 79. dx =
sercizio I i@
In2+41 d 1
Soluzione. = f metlnw dr , sostituiamo Inx =t e —dx = dt e avremo
2In2+Inx z T
In2+1¢ 2In2+¢ In2
= —dt = —dt — ——dt=t—1n|2(2In2+¢)| =1 —In|2In4 C
/21n2+t /21n2+t /21n2+t n|2(@2m2+#) =z —In2mndef +
2x

e
Esercizio 80. | ——dx
f ver +1

1
_t73dt €
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Soluzione. sostituiamo v/e® + 1 =t, cioe e =12 — 1 e e®dx = 2tdt e avremo

t2—1)2t 2 @
:/()dt=2/(t2—1)dt=§t3—2t=2t<tg—1):2 e2+1[(e+1)—1}+0

t 3

. 3
. sin® z
Esercizio 81. [ \/jdx =
cos T

sinx

2 /cosx

i 2 2 5
:2/2\8/1%~Sin2xd:v:—2/(1—t4)dt:—2t+gt5=—2\/cosx+g(cosx)gdw—i—C

2

Soluzione. sostituendo \/cosz = ¢, cos?z = t*, sin’z =1 — t*, da cui — dx = dt, avremo

2
x
E izio 82. [ ——dz =
sercizio 82. [ mdw

Soluzione. sostituzione con funzione goniometrica: = = sint, da cui dx = costdt, si ha

.2
t 1-— 2t 1 1 1 1
e cos tdt = /sin2 tdt = / idt = —t— —-sin2t = 5 arcsinx — ix\/ 1—224+C

B \/l—sin2t 2 2 4

Esercizio 83.

f dr _
vz —1

Osservazione 84. poniamo x = sect, Va2 —1 = ﬁ — 1 =tant e dx = sect - tantdt, pertanto
sect-tant
= / ——dt =t = arccosx + C
sect - tant

1
Esercizio 85. [ ———dx =
J 224 — 22

1 1
Soluzione. poniamo =z = n da cui dx = —t—zdt € avremo

1 [d(4t* 1) 1 VA — 22

Va1 =Y Lo

_/—szt__/dt__/tdt__ a4 -1)
o i1 [z ) Vae—1 8] Var-1 4 4
t t t

Esercizio 86. [ v/1 — a2dz =

Soluzione. introduciamo la sostituzione z = sint, 22 = 1 — cos?t e dx = costdt e I'integrale diviene

1 2t 1 1 1 1 1 1
:/COS2tdt:/+C%dt=§t+1/6082td(2t):§t+ isinZt:iarcsinm—i-im\/l—xQ—i-C

11
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3. INTEGRAZIONE PER PARTI

Dalla formula della derivata del prodotto di due funzioni DIf (x ) ( )] [ (x) gz ) + f( ) -

integrando entrambi i membri f (z)-g(z) = [f (x)-g(z)+ [ f(z (x) da cui ff
[ f(= , dove f’(x) & riconosciuta come la derlvata di una funmone nota f ().

Esercizio 87. f Inzdx =

Soluzione. Poniamo f =1Inx e 1dx = dg con g = x; avremo

xlnx—/%dajlenx—x—&—C

Esercizio 88. [ xsinzdr =

Soluzione. Poniamo x = f e dg = sin xdx e avremo

= —xcosx—i—/cosxdx = —xcosx +sinx + C

x
Esercizio 89. [ —dz =
eI

Soluzione. Poniamo f =z e dg = e *dx e avremo

Esercizio 90. [ z%e3%dx =
Soluzione. Poniamo f = x%e dg = e3*dx e otterremo

L o3 1/ 3
= —g°e’” — = | 2ze’*dx =
3 3

iteriamo il procedimento f = 2z e dg = e3*dx e avremo

1 211 1 1 2 2
= —g2e 2 {xe% - /e?“dm] = gxze% — x4 e+ C

3 313 3 9 27

Esercizio 91. [ zsinz coszdx =

g ()

/

g

1
Soluzione. applichiamo le formule goniometriche = 3 J xsin2zdx e poniamo z = f e sin 2zdx = dg

1 1 1 1
= —Zxcos2x—|— Z/costdx = —Zxcos2x—|— gsin2x—|—0

Esercizio 92. [ z?Ilnzdx =
Soluzione. ponendo f = Inz e 22dx = dg avremo
3
x

1 1
:glnx— §~;dﬂc:§x?’lnx—§$3+c

Esercizio 93. [ In? zdx =

(x)
f(z

) -

12

i ottiene,

g(2) -
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Soluzione. ponendo f = In?z e dz = dg avremo

1
=x1n2a:—/2x-%dz:xln2x—2xlnx+2x+0

Inx
Esercizio 94. | —dx =
=

Soluzione. ponendo f =1Inz e dg = i—ﬁf si ha
_ lnz 1 [dx  Inx n 1 LC
22 2 ) a3 22 4a?

Esercizio 95. [In (z 4+ V14 22)dz =
Soluzione. ponendo f =In (:r +v1+ x2) e dg = dx si ha

2
dx:acln(:ch 1+x2);/d(i\/%ll)—xln(xqt\/lthQ)\/xQJrlJrC
x

:asln(er 14 22

)| e

T

2

Esercizio 96. [ —
sin® x

dr =

X . .
—— sl ottiene
sin” x

Soluzione. ponendo f =z e dg =

= —xcotx—i—/cotmdwz —zcotx —Inlsinz| + C

T COST

Esercizio 97. dx =
f sin’ z
cos T
Soluzione. ponendo f =1 e dg = —5—dx si ottiene
sin” x
T 1 T 1
=—= +/ —dr = ——— + —Inftanz| + C
sin x 2sinx sinz 2

Esercizio 98. [ e”sinxdx =

Soluzione. ponendo f = sinz e dg = e*dz si ottiene = e”sinx — [ e* cos zdx = iteriamo ora la procedura ponendo
nuovamente f = cosx e dg = e”dx si ottiene

/eaC sinzdr = e*sinx — (e$ cosz + / e” sin ;vdx) =e"sinz + e” cosx — /e"” sin xdx
sommando ora i due integrali e dividendo a meta entrambi i membri, si ottiene

1
2/e$sinmd$ =3 (esinz +e"cosz) + C

Esercizio 99. [ sin(lnz)dz =
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Soluzione. ponendo f = sin(Inz) e dg = duz si ottiene = zsin (Inz) — [ cos (Inz) dz =, ponendo ora nuovamente
f=cos(lnz) e dg = dx si ha zsin (Inz) — zcos (Inz) — [ sin (Inz) dz; avremo pertanto

/Sin (Inz)dx = zsin(lnz) — zcos (Inz) — /sin (Inz)dx

risolvendo rispetto a [ sin (Inz) dz si ottiene

z (sin (Inz) — cos (Inz))

/sin (Inz)de = 5 +C

4. INTEGRALI DI FUNZIONI RAZIONALI FRATTE E IRRAZIONALI
.. dx
Esercizio 100. [ =
¢+ 2x+5

Soluzione. il polinomio al denominatore puo essere riscritto come (x + 1)2 + 4, da cui

1 1 1
:/ dx2 :/ d(a;—i; ) :farctanx—i— +C
(x+1)"+4 (z+1)°+4 2 2

dx
322 -3z +1
Soluzione. riscriviamo il denominatore

Esercizio 101. [

—/ du _1/7@: —1/ d(ac—%) —1- 0 arctanG(x_%> 2 arctan6x_:
3(@2-2-2+)+(3—5%) 3 (x_l)%r% 3) (- )2+% 3 V11 V11 V11 V11

zdx

Esercizio 102. f W =
T — (T

dt
Soluzione. poniamo 2z — 7=t e dx = 5 e avremo

Hr dt t+7 dt 1 [d(t*+3) 7 2z — 7
= — = 5 dt = S Rdt+7 5 =5 | —3 = + —=arctan =
(H1)2 —7(27) 413 2 t2+3 t+3 2+3 2/ 243 3 V3

1 2z —
= 51n’4;1:2—289:—|—52|—|—larctanx77+0

V3 V3

3r—2
Esercizio 103. [ ﬁdz =
x? — 4z

Soluzione. poniamo 2x —4 =t e dr = % e otteniamo

S(t+4)-2 t t+ 4 4 dt t dt
L N
(t‘t;l) _4%4’_5 2 2 t24+42 t2 4+ 4 t2+4

3 [d(t*+4 dt 3 t
:2/52-5-41)+4/t2+4 71 |t2+4|+2arctan§ ln|4x2—16x—|—20|+2arctan(x—2)+0

d
Esercizio 104. f ﬁ =
V2+3r —2x

Soluzione. riscriviamo il polinomio al denominatore in modo da ottenere la differenza di due quadrati

4

:“15/¢<1+1%ji<x—z2 W/Ji gaomen (* §3>:¢1§a“““(4x5_3>+c
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3x76
VvVt —4xr+5

\/($72)2+1

Esercizio 105. [ ——x—

Soluzione. =3 [ ————dr =3 [ ————F— ln|x7 +Vz?2 —4x+5 |+C

fuesaren

dzx
Esercizio 106. | ——
f V1 — 22

Soluzione. poniamo z = % edr = —t% e avremo
dt x
:—ln‘t+\/t2—1‘:— 1—-22|=In|———=|+C
Vi —1 14++vV1—x2
Esercizio 107. [z — 22dx =
1 2
Soluzione. riscriviamo completando il quadrato = [ Yl (;1: — 2) dxr = poniamo ora x — % = %sint da cui

— (1; — %)2 = %cost edr = %costdt. Avremo

N

1 1 2t 1 1 1 1
/COSQtdt:Z/—FC% §t+1—65m2t—§arcsm(2x—1) 8(2x—1) 1—(2z-1)7°+C

> =

zdx
ESQI’C]Z]O 108. f T—’—?)
d 1 d(z? -2 1 2
Soluzione.:fxxz:/wzln 1:2 3‘—4—0
(22 -2)"-1 2J (22-2)°"-1 4 1

erdx

V1+er 4 e2e -
Soluzione. = [ / =1In
1

<er+ 1 e f%

Esercizio 109. [

1
e“"+§+\/1+er+e% +C

In zd
Esercizio 110. [ naar =

m\/1—4lnm—ln2x

Inz + 2

d(lnz+2) — /
5— (Inz +2)° \/5— (Inz +2)°

2=tconz=e""?edr=e"2dt e avremo
1 [d(5-1t%)

e g [ A

d (Inz + 2) Introduciamo la sostituzione Inz +

Soluzione. = [

t 2
-5 —t2—2arcsin — = —\/1 —4Inx — In® x—2 arcsin £
V5 »

5 9
Esercizio 111. f%d -
— 5z



CALCOLO DEGLI INTEGRALI 16

Plz)  ge
Q(x)’
Q) = (x—a)*...(x —1)" dove a,...I sono le radici reali differenti del polinomio e «, ..., A numeri naturali che
indicano la molteplicita delle radici, allora ¢ ammissibile la decomposizione della frazione nella forma

P(x A A A L L L

(@) _ A 2 e A

Q(r) z—a (z-—oa) (x —a) r—=1 (x-1) (x —1)
I coefficienti indeterminati al numeratore si calcolano riducendo allo stesso denominatore i due membri dell’identita
sopra eguagliando i coefficienti dei termini di uguale grado.

22 — 52+ 6 3
S . MY . A
22 —5x+46 (x—2)(z—3)

risolviamo il secondo integrale con il metodo indicato riscrivendo

3 _ A B
(x—2)(x—3) -2 -3

Soluzione. Applichiamo il metodo dei coefficienti indeterminati. Data una frazione algebrica razionale

da cui
3=A(xz—-3)+B(z—2)=z(A+B)—-(34+2B)
avremo, pertanto, eguagliando i coefficienti di pari grado

A+B=0 A=-3
—3A-2B=3 B=3

Iintegrale diverra
z—3
T —2

:/d;v—?)/ dv g % s
xr—2 xr—3

o

222 4+ 412 — 91
Esercizio 112. f @ 7$1) ?;: 71?;) @—1 dx

Soluzione. applichiamo il metodo sopra indicato riscrivendo la frazione

222 + 41z — 91 A B C

(x—l)(x—3)(ac—4)71‘—1+x—3+x—4

da cui 222 + 41z — 91 = A (a:2 — Tz + 12) + B (a:2 —bx + 4) +C (a:Q — 4z + 3) svolgendo e ordinando il polinomio
si ha
202 + 41z — 91 = 2® (A+ B+ C) + 2 (~TA - 5B — 4C) + (124 + 4B + 30)

avremo quindi il sistema

A+B+C=2 A+B+C=2
—7A—5B —4C =41 19432 +2¢ 6A = —48

12A+4B +3C = —-91 12A+ 4B+ 3C = —91
A=-8 A=-8
B=10-C B=-25
—-96+4+40—-C = -91 C=35

I'integrale diviene
dx dx dx x—4
=-8 —25 35 =1 C
/x—l /m—3+ /x—4 n(x2—4x+3)’+

d
Esercizio 113. [ e

z(z+1)° B
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. o : dx A B . . :
Soluzione. riscriviamo la frazione come ———— = — + + 5 ed eguagliando i numeratori avremo
xz(x+1) z z+1 (x+1)
1=A(*+22+1)+B(2*+2)+Cx 1=(A+B)2>+(24A+B+C)z+ A

otterremo le costanti risolvendo il sistema

A+B=0 A=1
2A+B+C=0 B= 1
I'integrale diviene
d 1 1
Pl
r+1 (x+1) r+1 z+1

-6 12 6
Esercizio 114. f 6:5 2—: 1; +8 dr =
x T —

Soluzione. riscriviamo il numeratore come x* — 623 + 1222 — 82 + 6 + 8z = z (z — 2)3 + 6 + 8x e osserviamo che il
denominatore ¢ lo sviluppo del cubo di un binomio; otterremo

—-2)° 8 6 8 6
e e [ B [ [ B,
(x —2) (xz —2)°
risolviamo il secondo integrale riscrivendo la frazione come — A 25+ o 2)2 + = 2)3 = (i _2?3

ed eguagliando i numeratori
si ha

8z+6=A(2*—4do+4)+B(x—2)+C  82+6=Ar>+2(-4A+ B)+ (4A—2B+C)

otterremo le costanti risolvendo il sistema

A=0 A=0
4A-2B+C =6 C =22
I'integrale diviene pertanto
2 d(x—2 d(x—2 2 11 4423+ 42?2 -1 1
:£+8/L2)+22/L3):£_ 8 _ S v oA A A 110
2 (x —2) (x —2) 2 -2 (-2 2(x—2)
dx
E izio 115. —
sercizio f(x2_4x+3)(x2+4x+5)
dz

Soluzione. scomponiamo e riscriviamo i denominatori = [ = poniamo ora x =t + 2

(x—1)(z—-3) [(m72)2+1]
edr =dt

dt dt dt
_/(t+1)(t—1)(t2+1)_/t4—1_/(t2+1)2—2(t2+1)

poniamo ora t = tanz da cui t> + 1 =

_ / oz 0 _/COS Zd B /1+C0822d _ 1/d(22) 1
- Tz Zz_ cos2z " 2c0s2z © 4) cos2z 27

edt = dz e otterremo

cos? z cos?
11 [tan 2z + | L +C 11 [tan 2z + | =
——In|tan2z +secz| — -z == ——In|tan2z +secz| — -z
4 2 4 2
1 2t 1 1 20 —4 1
4111‘1_t2+ t2+1'2arctant41n ﬁ+\/x2+4x+5 fiarctan(:cfQ)wLC

Esercizio 116. [

23
dr =
ve—1
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Soluzione. in questo caso applichiamo la sostituzione z = t? + 1 da cui dz = 2tdt e otteniamo

2 +1 27,6
:/( - )2tdt:2(/tﬁdt+3/t4dt+3/t2dt+/dt)=7t7+5t5+2t3+2t=

2
?(x—l)

6 5 3 1
+g(x—1)2+2(x—1)2+2(:c—1)2+C’

[MA]

5. INTEGRALI DI FUNZIONI GONIOMETRICHE

Esercizio 117. [ cos® zdz =

Soluzione. = [ cos?zd (sinz) = [ (1 —sin®z) d(sinz) = [d(sinz) — [sin® zd (sinz) = sinz — $sin® 2 + C

Esercizio 118. [ sin® g cos® g =

1
Soluzione. = 3 f sin? gcos4 gd (sin2 E) = f sin? % (1 + sin? g — 2sin? ) d (sin2 %) =

x
2
1 1 1 1 1 1
= 3 / sin® gd (sin2 g) + 3 /Sin6 gd (sin2 g) — / 3 / sin? gd (sin2 g) = 1 sin? g + 3 sin® g -3 sin® g +C

d
Esercizio 119. [ R -
34+ 5cosz

Soluzione. applichiamo le formule parametriche della goniometria per le quali cosx = % e sinx = % dove
t =tan 5. Avremo quindi x = 2arctant e dr = Hitzdt. L’integrale diviene

/lftzdt2/ dt 7/dt7/ dt B

N 34515 N 8§—2t2 J 4—t2 | 2-t)(2+1t)
D . 1 A B . )
riscriviamo la frazione = + e confrontando i numeratori 1 =¢(A— B)+2(A+ B). A,B

(2—1)(2+t) 2—t 2+t
si ottengono risolvendo il sistema
A-B=0 A
2A+2B =1 B
e 'integrale diviene

_/ dt 1 dt +/ dt N _ 1, |24t] 1 |2+tang L
) 2-t)@2+t) 4 2t 2+t) 4 |2—t| 4 [2—tanZ

NN

1
Esercizio 120. [ I—Pzﬂdx =
—tanx

Soluzione. utilizziamo la definizione di tangente come rapporto tra il seno e il coseno dello stesso angolo

cosx + sinx .
= | ———————dz=—1In]cosx —sinz| + C
cosx — sinx

sin 2x

2

Esercizio 121. [ —————
1+sin“x

T =

d (sin2 x)

2

—— =In|1+sin’z|+C
1+sin“x

Soluzione. poiché d (sin®z) = 2sinz cosz = sin 2z, si ha |

Esercizio 122. [ /3 — 2z — 22dx =
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Soluzione. riscriviamo, completando il quadrato, = [ /— (z + 1)2 + 4dx; operiamo ora la sostituzione x = 2sint—1
e dxr = 2 cos tdt, avremo

:/\/4(1—sin2t) -ZCostdt:4/0052dt:2/(1+0052t)dt:2/dt+2/0052tdt:2t+sin2t:

1 1
:2arcsin$+ +m+ V3-2z—224C

2 2

6. PROBLEMI SUGLI INTEGRALI

Esercizio 123. Determinare la funzione f (x) avente derivata f’ (z) = 322 — 52* e il cui grafico v passa per l'origine.
Tracciare ~.

Soluzione. Si tratta di trovare la funzione primitiva, per cui
f(x)z/(3x2—5x4)dx=x3—x5+0

passando per l'origine, tra le infinite funzioni soluzioni che si differenziano per una costante dovremo avere C' =0 e

la funzione richiesta sara f (x) = 2% — 2°

Esercizio 124. Dopo aver tracciato il grafico della funzione

S =5

determinare la primitiva F' (x) il cui grafico passa per i punti (3; —8) e (1;0).

Soluzione. Il dominio della funzione & R — {2} con un asintoto verticale di equazione z = 2 e un asintoto orizzontale
y = —3. La funzione & positiva per % <z <2

: 3r—1 __ : 3z—1 __ _
wliglj: 2z — T Ill)riloo 2—x 3
la derivata della funzione ¢
5
fla) =2
) (2-x)?

la funzione ¢ quindi sempre crescente nel dominio e non ammette punti stazionari.(anche la derivata seconda non
si annulla mai). Una tale funzione puo ovviamente essere rapidamente rappresentata osservando che appartiene
alla famiglia delle funzioni omografiche, cioe iperbole traslate; in questo caso la traslazione ¢ effettuata dal vettore
o (2; —3) 1l grafico & il seguente
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Troviamo la primitiva; dividendo il numeratore per il denominatore abbiamo (3z —1) = —=3(2 —2) +5
3x —1 -32—-2)+5 dx
(x) /Q—xdx / 5, dx 3/dx+5/2_x 3x+5In(2—z|)+C
Se la funzione F' (x) passa per il punto (3; —8) nell’intervallo z > 2 avremo —8 = —9+4 C', e per x < 2, passa per il

punto (1;0) per cui 0 = -3+ C
Fi(z)=-3x+5n(2—-2)+1 z>2
F(r)=-3x+5n(zr—2)+3 <2

Esercizio 125. Determinare la funzione F' (x) sapendo che il coefficiente angolare della retta tangente varia secondo
la legge f (x) = 2€?~® e che il grafico passa per il punto (2; —3). Tracciare sullo stesso riferimento i grafici delle due
funzioni.

Soluzione. Ricordando il significato geometrico di derivata, possiamo vedere che F'(x) & la primitiva di f (x).
Pertanto calcoliamo l'integrale mediante l'integrazione per parti

F(x) = /xez_mdx = 7" ¢ / 2 rdy = —e* " (x+ 1)+ C

se il grafico della funzione F'(x) passa per il punto (2; —3) allora 3 = 3+ C, cioe C = 0, quindi
f(x)=2e?* F(x)=—-€>""(x+1)

ed entrambe le funzioni sono definite sull’intero insieme dei numeri reali.
Vediamo di studiare le funzioni singolarmente iniziando con f (z): dominio: R; & positiva per x > 0; calcoliamo

i limiti

. _ . 2 Hop .. 2 . _

lim ze?® = lim %2 =" lim £ =0 lim ze? % = —c0

T—r+0o0 r—r+00 € z~>+ooe T—r—00

abbiamo un asintoto orizzontale destro di equazione y = 0; la funzione cresce per z < 1 e decresce per x > 1 e
ammette un massimo per x = 1 nel punto (1;e); ha un flesso per x = 2 nel punto (2;2).

Grafico di F (z) = —e?~% (z + 1): dominio R; la funzione & positiva per # < —1; verifichiamo eventuali asintoti
. A 2| . .
lim —(z+1)e>®= lim % =" lim _e—iz =0 lim —(r+1)e? % =+o00
T—+00 r—+00 Tr——+00 T——0Q

abbiamo ancora un asintoto orizzontale destro di eq: y = 0; essendo la derivata ¢ f (x), la funzione cresce per z > 0
e ammette un minimo nel punto (0; —62); presenta un flesso nel punto (1; —2e)
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Esercizio 126. La velocitd massima (in ms~!) di un punto mobile su una retta varia secondo la legge:
v(t) =6cos2t-sint per t>0

(a) Determinare ’accelerazione a (t); (b) determinare I’equazione oraria s (t) sapendo che dopo t secondi dall’istante
iniziale I’ascissa del punto € —2m.

Soluzione. ’accelerazione puo essere considerata come la variazione della velocita nell’intervallo di tempo; se tale
intervallo tende a zero, la funzione che descrive come varia 1’accelerazione rispetto al tempo ¢ la derivata della
funzione v (t)

a(t)=—12sin2tsint + 6cos2tcost = 6cost (6cos®t — 5)

la legge oraria e

/s(t)dt:6/0052t~sintdt:6/(2coszt—1) Sintdtz6/(1—20082t)d(COSt) =

= G/d(cost) - 12/(3052 td (cost) = 6cost —4cos®t + C
a t = 0 corrisponde s (7w sec) = —2, per cui —2 = —6+4+ C, da cui C' = 0 e la legge oraria sara

s(t) = 6cost —4cos® t

Parte 2. Integrali definiti
7. CALCOLO DEGLI INTEGRALI DEFINITI CON L’AIUTO DI QUELLI INDEFINITI

7.1. Integrale definito con limite superiore variabile: Se la funzione f (¢) & continua nell’intervallo [a, b], allora la
funzione

F@:/f@ﬁ

¢ una primitiva della funzione f (), cioe

F'(z)=f(x) per a<z<b
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7.2. Formula di Newton-Leibnitz. Se F’ (z) = f (z), si ha

b
/f(x)daf=F(x)IZ=F(b)—F(a)

La primitiva F' (z) si determina calcolando 'integrale indefinito

/f(x)dx:F(x)—i-C

8. ESERCIZI
Calcolare le derivate delle seguenti funzioni

Esercizio 127. F (z) = Intdt (x> 0)
1

Soluzione. F’ (z) =Inz

0
Esercizio 128. F (z) =/ V1 + t*dt
T

Soluzione. Riscriviamo F (z)

— [ V1+ttdt, avremo F' (z) = —v/1+ 24
0

M

x

Esercizio 129. F (z) = [ e~ dt

. _ .4 _ 2
Soluzione. F' (z) = 2ze™® —e™*

Esercizio 130. [ =

a\u%%

cos (t?)dt (x> 0)

dl
Soluzione. — = -1

1 1
. 2\/Ecosaz—i—gﬂcos(

)

T sint
—dt

Esercizio 131. Trovare i punti estremanti della funzione y = [ ;
0

. sin x
Soluzione. y' =

per cui sinz = 0 quando = = k.
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9. CALCOLO DEGLI INTEGRALI DEFINITI
1
Esercizio 132. f 4 In|1+ x\(l) =In2—Inl=1In2

1
Esercizio 133. [ —Sg :/ x
_2 T

1|t 1 3
-3
der = ——— = _—_ =
TS|, T 2T 8
)
T
[ eldt =e" —e ¥ =2sinhz
Esercizio 134. [ costdt = sint|; = sinz
0
2 x3 2 1 7
Esercizio 135. f(x2—2x+3)dac: T 2?43z = —446-—41-3=~—
) 3 73 3 3
8 T T ot Li[f 2 2 100
Esercizio 136. f(\/2x+ {”/5) dx:/ (2m)5+/x§: —+ 0| =5 +1T =%
0 A A 2 3, 2 3 3
41 Y y 1 2!
Esercizio 137. [ +2\/Edm:/x_2dx+/a:_%dx: —_— | == —=14142=-
T x T,
1 1
6 y . z—2[° 23 16
f\/x—de:/(a:—Z)Ed(q:—Q): , =5 -0="
2 2 a3 3
2
Esercizio 138.
-3 J 0 . 0
x _1
— g =— 254+ 3z) 2dr = —=
/\/25—1-336 /( )
0 3

3 / (25 +32) "% d (3z +25) =

Z3

2 0 10 8 2

N ] e U

3\/W|_3 3+3 3
Esercizio 139. | —° _/2 dz L |e=1 Ling—m2) = L2
Z . = — — = ——=1In = —— (lno—1In = —In—
Joax?—1 22 —1 2 x41]_, 2 23

-3

1 d
Esercizio 140. [ rar

0 22 +3x+2

23
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1
Soluzione. Scomponiamo il denominatore e utilizziamo il metodo per le funzioni razionali [ %
0

T A B

(x4+1)(z+2) 7x+1+x+2

da cui
r=A(x+2)+B(z+1)
xr=Ar+2A+Bx+B=x(A+ B)+ (2A+ B)

confrontando i termini al primo e al secondo membro di pari grado, si ha

A+B=1 A=—1 A=—1
24+ B =0 B=-24 B=2

1
_/ dzx
z+1
0

I'integrale diviene allora

1

dx 1 1 9
2/ P :—ln|x+1||0—|—21n|x+2|\ozln§

5

d
T+ 2 .

1
Esercizio 141. [
]

Soluzione. Riscriviamo la frazione e scomponiamo

1

1 1
/m +32-32 M(m4—2x3+4x2—8x+16d /
_ -3

xz+2 - z+7
- -1
1 1
1
/(m4—2x3+4x2—8m+16)dx—32/ de =
xr+ 2
-1 —1
2zt 4g8 Yoo g 526
T 42?4162 — 321 2 = 32-32In3 =" —32In3
5 g Ty A Hlbem @t =odgd 15 "

Esercizio 142 j" da
€I Cl1Z1 . —
0 22 +4x+5

Soluzione. In questo caso il denominatore non & scomponibile, ma & possibile riscriverlo nella forma 2 +4x+4-+1 =
(z+ 2)2 + 1, per cui,
1 1

/ dx _/ dx
r24+4x+5 (z+2)72+1
0 0

potremmo risolvere subito, ma per rendere piu chiaro poniamo x + 2 = z, dx = dz

1
/ dz

22+1
0

1
= arctan z|(1) = arctan 3 — arctan 2 = arctan 7

1 3

Esercizio 143. [ SLd:z:
o v +1
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Soluzione. risolviamo con il metodo di sostituzione ponendo 2? = z, 2zdx = dz, dx = 2“\"%

7zﬂdz_ll z

Ar12F 2) A1
0 0

ripetiamo la sostituzione ponendo nuovamente 22 = t, 2zdz = dt, dz = Q‘f—tﬁ
1 1
1 [ a1 a1 L1 -
- — == = — arctant|, = — (arctan1 — arctan0) = —
4/t2+1 7 4/t2+1 4 o 4( ) 16
0 0
£ y
x vz
Esercizio 144. f N = arcsinz|y® = arcsin g —arcsin0 = 7
0 — X
3,5 dr

Esercizio 145. f —_—
5 b+ 4x — a2

Soluzione. riscriviamo il radicando come 9 — 4 + 4z — 22 =9 — (z — 2)2, per cui

S

2

s

4
Esercizio 146. [ cos® zdx
0

Soluzione. Usiamo le formule goniometriche di bisezione

2 1 1 11 % 2
/ +COS Td 5/ Z/cos2xd(2x) §x+151n2 ; :W;_
0 0 0

us

2
Esercizio 147. [ sin® zdx
0

Soluzione. scomponiamo sin® z = sin z - sin? z e applichiamo la prima proprieta della goniometria

:/ sinz - sin® zdr == —
0

us

— / (1 —cos®z)d(cosz) = —

0

sinz - (1 — cos? x) dr =

o \NH o \m\:}

(cosx) /cos xd (cosx) =
0

= — CcoSx +

Esercizio 148.
{ T ln x

. . ™
= arcsin — — arcsin(0 = —
2 6

25
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Soluzione. essendo d (Inz) = %, possiamo riscrivere

2

d(l
:/ (nx)zln(lnx)|22:1n2—ln1:1n2
Inx

e

e 3 1
Esercizio 149. [ Mdm
0

Soluzione. essendo ancora d (Inz) = %, possiamo riscrivere

€

:/ sin (Inz)d(Inz) = —cos (Inz)[g=1 — cos 1
0

I
Esercizio 150. [ tanxdx

™
4

Soluzione. applicando la definizione di tangente, riscriviamo

essendo il numeratore ¢ 'opposto della derivata del denominatore.

x

1
Esercizio 151.
{ 14 €2

dx

Soluzione. procediamo mediante sostituzione: e = u, e*dxr =du;sex =0 allorau=1esexz=1u=ce

% du du e T
— T ny 5 = arctanu|1:arctaneff
U
1

1+u
1

3 3 , 2 512 2 2 4(4—v2
Esercizio 152. [z +1dz =[ (z+1)2d(z+1) = 3 (x—l—l)% = g\/6 —gx/gz M
1 1 1

3

.. 1 dx
Esercizio 153. [ ———
0 1+vx
Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo z = t2, do = 2tdt; sex =0 allorat =0esex =4t =16
16 16
tdt _ [ t+1

16
dt 16 4
L dt—2 [ —2 oo (¢4 1) = 2z — 21 DI*=4-21
1+t 1+t /1—|—t n(t+ 1l = 2vz -2l (Va + 1) n3
0 0

In2
Esercizio 154. [ +/e* — 1dx
0
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2tdt
2 e%dx = 2tdt per cui de = ——: se x = 0 allora t =0

Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo e* — 1 = 21

esexr=In2t=1
1

1 1
t2 t?2+1 1
0 0 0

Esercizio 155.

i
8
[\v]

Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo x = sint, dx = costdt; se x = % allorat=Fesex=1t=73

z z s
2

3
1— 1-— t 1
/ S st / sin” / — dt—/dt:
sin® ¢ sin“t
1

it
4

us T ™ m
= —cott—t]Z2=0——+14—-=1—=
co |z 0 2+ +4 1

2 /2]
Esercizio 156. [ ————dx
1 11:

Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo z2 — 1 = t2, xdx = tdt, per cui dz = \/%, sex =1 allorat =0

esexr=2t=+3

v t t t2 t?+1 V2 1
:/ . dt = ——dt = / + dt— / —dt =
/1211 V2 +1 t2 41 t24+1 241
0 0 0

:t—arctant|8/§=f—g

In5 ,x x _ 1
Esercizio 157. [ A
0 er 43

2, e%dx = 2tdt, per cui de = gﬁ; se x = 0 allora t = 0

Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo e* — 1 =t

esex=Inb5t=2
2 2

2
2 t 2
/M 2t dt—z/ﬂdtfs/Ldt:
t2+4

t2 44 f/r-/f t2+4 t2 44
0 0 0

2
=4—7
0

t
= 2t — 4 arctan —

5 dz

Esercizio 158. | ——FM——
{ 20+ 3z +1



CALCOLO DEGLI INTEGRALI 28

Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo 3z + 1 = 2, 3dx = 2tdt, per cui do = %dt; sex=0allorat=1e
sex=5t=4
4 4

2 2
T T
2(%)4_15 22 + 3t — 2
1 1

scomponiamo il denominatore in (2t — 1) (¢ + 2), per cui (21&—12% = A+ t%

A+2B=2 5A=2 A=
2A-B=0 B=2A B

2
i
5

Iintegrale si puo riscrivere
4

1 1 4 1 1 4 4
_1 2 = (2t —1)+ 21 2
5 dt + / dt 5 n (2t )+5 n(t+2)
1

1 4 4 1
= 71n7+71n6—71n3:gln112

2t —1 5) t+2 ! 5 5
1
3 d
Esercizio 159. [ S
1 zvVx?+5r+1
Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo x = %, dx = —t%dt; serxr=1allorat=1esex=3t= %

/ 1125 dt /\/m /\/t+ (-2

2 ? 4

dt =

3

“l (3 (0 3) ()| ~mGve) (e ) - (Z20)

jus

2
Esercizio 160. [ xcoszdx
0

Soluzione. Procediamo con il metodo di integrazioni per parti, ricordando che

b b
/u(m)v’(m)dx:u(m)v(x)|2—/u’(x)v(m)dm

per cui se poniamo u = x e cos zdr = v, avremo

™

2
™

. E . T z 7
= zsinz|§ — s1nxd:c:§+cosz|0 :571
0

Esercizio 161. [ Inzdz
1

Soluzione. Procediamo con il metodo di integrazioni per parti, ponendo v = Inz e dx = v’, avremo

€

1
:xlnxﬁ—/fn:dx:e—e—&—l:l
T
1

1
Esercizio 162. [ z%e¢**dx
0
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3

Soluzione. Poniamo u = 22 e e2*dx = v’, avremo

1 2z 2
—= -3ztdr =
26 Tr-ax

0
0

applichiamo nuovamente il metodo di integrazione ponendo u = 2 e e?*®*dz = v', avremo

1
1 1
3 (1 /1
3 2x 2 2x 2z
—x’e — = | =x%e — | S Zxe*®dx | =
2 o 212 o A
0
di nuovo u = z, v/ = e**dx
3 3 . 3 243
§$3€21—Zl‘2€2m+1$62mo—§ 20 _ € ;

3

2
Esercizio 163. [ QL_de
oz

Soluzione. In questo caso si puo osservare che la funzione € dispari ed & quindi simmetrica rispetto all’origine del
piano cartesiano, quindi, essendo i due estremi opposti e simmetrici rispetto all’origine, I'integrale sara = 0.

Esercizio 164. Calcolare il seguente integrale

e’ 4+ e Intane”

—— ., dz

cos? e

con cose” # 0 e tane® > 0.
Soluzione. Risolviamo applicando il metodo della sostituzione della variabile, ponendo cioe
ot
ot

e’ =t dx
sostituendo, si ha

/t(1+lntant) dt
cos?t t

’

ma, (tant) = —L—, per cui d (tant) = _94 e sostituendo ancora
dt
tant = u du = ———
cost
e l'integrale diviene
14+Inu
/ — cos? tdu =
cos*t

= / du + / In udu
risolviamo il secondo integrale per parti

1
/du—|—ulnu—/u-adu=ulnu

tane® Intane® +C

sostituendo a ritroso, si ha

Esercizio 165. Calcolare il seguente integrale

v+

——— dz
Vat + oz +x
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Soluzione. sostituisco x = t9, e dx = 6t°dt, ottenendo
VIS + V18 6t5dt—6/ 3+ 12
‘3/t24—|—t6\(7tiﬁ+t6 - t8 1 7 + 6

t2(t+1) 5 / 2+t
6| st tPdt=6 | ————dt
/t6(t2+t+1) 2+t+1

aggiungendo e togliendo lal numeratore, si ha

2+t+1-—
6 [EtHI=L 6 [a—
/ t?+t+1 / /t2+t+1

il secondo integrale si puo risolvere, riscrivendo

(t+3) +13

raccogliendo

3

, per cui, moltiplicando Num. e Den. per 3

4 dt dt
6t6><3/(2t+1.2)2+16t8/(2t+1)2+1

2 VB V3

moltiplicando per \/g e ricordando gli integrali delle funzioni elementari, si ha

2
7 2t + 1)
6t — = 6t — 4v/3 arctan (
/ ( V3

29 1
6/z — 4v/3 arctan (@) +C

%\

risolvendo ora in z, si ha

Esercizio 166. Calcolare il seguente integrale

In(z+1) [ 4 9 1
/3;7%_1 {ln (z+1) - arctan (In” (z + 1)) + 1—|—ln4—(a:+1) dx

nelle condizioni x > —1 e = # 0.

2In(z+1)

Soluzione. Applichiamo la sostituzione di variabile ¢ = In? (z + 1), per cui dt = e

1/ tarctant + —— ! dt
rctan
5 arcta 7

la funzione integranda & una somma di termini e per i teoremi noti, si ha

1 [arctantdt + 1 th dt =

risolviamo il primo integrale per parti

1t2 tant 1/ # dt+1 tant # t t+1 tant 1/t2+11dt
— arctant — — _— — arctant = — arctan —arctant — — _— =
4 4] 1+¢2 2 4 2 4 1+1t2

r t t—|—1 tant 1 dt—|—1/ ! dt r t t—l—l tant 1t—|—1 tant
= — arctan —arctant — — — | ——dt = — arctan —arctant — —t 4+ — arctant =
4 2 4 4 ) 1412 4 2 4 4

2

t t t+3 tant 1t+C
7 arctant + - arctant —

La soluzione rispetto alla variabile x sara

i (1114 (x4 1) - arctan (1112 (z+1)) + 3arctan (ln2 (x+1)) - (ln2 (z+1))+C

dz. L’integrale diviene
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APPLICAZIONI ALLA FISICA

Esercizio 167. Un punto materiale si muove su una linea retta con un’accelerazione che all’istante ¢ ¢ data da
a(t) = (2t — 6) 7. Sapendo che la velocita all'istante ¢ = 0 ¢ vo = 8 *, determinare 1) gli istanti ¢ in cui il punto
si ferma nelle posizioni A e B; 2) la distanza tra A e B.

Soluzione. Calcoliamo come varia la velocita nel tempo
v (t) :/(Qt—G)dt:tsztwLC
allora v (0) = 8 = C e la legge delle velocita sara v (t) = t? — 6t + 8. Se il punto si ferma, allora v = 0, per cui

2—6t+8=0 t; =2 to=4

calcoliamo la distanza tra i due punti
|3
==-m
5 3

Esercizio 168. L’accelerazione di un corpo mobile su una retta, in funzione del tempo, & data dalla legge a (t) =
age ¥ con ap = —2% ek =06,12 s~1. Sapendo che vg = v (0) = 0,5 = 5(0) = 0, determinare a) la legge con cui

varia la velocita in funzione del tempo; b) ’equazione oraria del moto e lo spazio percorso in 0,3 s.

4
3
AB =5(4) —s5(2) :/ |t* — 6t + 8| dt = Htg?)tQJrSt
2

Soluzione. a) Sapendo che a (t) = dqji(tt),

possiamo ottenere

t
t
v (t) =vo+ / ape” *tdt = vy + [*@67“] =g + (707()6,“ + @)
k 0 k k
0

per cui

1
() = vy + % (L—e™) = 3 +0,33 (1—e ")
= W i pud scrivere

b) ancora, poiché v (t) ==

t

S(t)=8(0)+/ {%4—%(1—6"“)} dt = (v0+%)t+%(e—kt_1)
0

la distanza percorsa in 0,3 s sara
5=(0,5-0,33)0,3—10,33 (e '***% —1) =9,6cm

Esercizio 169. Un conduttore ¢ attraversato da una corrente di intensita i (f) = ksinwt, essendo k = 104 e
w =2 %. Calcolare la quantita di carica che attraversa la sezione del conduttore tra l'istante ¢t; = 0 e istante
to = 0, 5s.

Soluzione. Sapendo che l'intensita di carica per definizione ¢ data da i (t) = dfi—(tt), dove q € la quantita di carica che
fluisce nel tempo, avremo
0,5 ) 05 1
q(t) :/ k sin wtdt = {_w coswt} = [-5c0s2t] = —5(co8lyeq — 1) =2,3C
0

0



