Esercizi sulle Equazioni Differenziali

Esercizi presentati e svolti dal prof. Gianluigi Trivia



Nozioni fondamentali

L’equazione della forma F (x,y,y,...y") = 0 dove y = y(x) & una funzione incognita, si chiama
equazione differenziale di ordine ennesimo. Una funzione ¢ (z) che trasforma in identita I’equazione
differenziale, si chiama soluzione di questa equazione ed il suo grafico curva integrale. Se la soluzione &
data in forma implicita ® (x,y) = 0, si dice al solito che & un integrale.

L’integrale ® (x,y, C1, ...,Cy) = 0 dell’equazione differenziale contenente n costanti arbitrarie indi-
pendenti C1, ...C), ed equivalente all’equazione, si chiama integrale generale. Assegnando alle costanti
valori definiti, si ottiene un integrale particolare.

Esercizi

Esercizio 1. Precisare se la funzione y = 522 ¢ soluzione dell’equazione differenziale x7/ = 2y

Soluzione. Calcolo la derivata di y: ¢/ = 10z e sostituisco 10x? = 10x2. La risposta ¢ positiva.

1

Esercizio 2. Precisare se la funzione y = - & soluzione dell’equazione differenziale Y = 2% +y?

Soluzione. Calcolo la derivata di y: ¢y = —m% e sostituisco —% =z + % La risposta € negativa.

- . . 2_g2 . . . .
Esercizio 3. Precisare se la funzione y = € 5. ¢ soluzione dell’equazione differenziale (z + y) dx =
+zdy =0

12+02

e sostituisco riscrivendo I'equazione come xy' +x+y =

Soluzione. Calcolo la derivata di y: 3/ = — 503
0 (ricordando che y' = %)

—r (S ) +a+ C5E =0 0=0

222

risposta positiva.

Esercizio 4. Precisare se la funzione y = 3sinxz — 4cosx € soluzione dell’equazione differenziale
/!
y +y=0

Soluzione. Calcoliamo le derivate prima e seconda di y: ¢y = 3cosx +4sinz e vy’ = —3sinx + 4 cos x;
sostituiamo nell’equazione —3sinx + 4cosx + 3sinx — 4cosx = 0, da cui 0 = 0, risposta positiva.

Esercizio 5. Precisare se la funzione x = C] coswt + (5 sinwt & soluzione dell’equazione differenziale
2
(2723” + w2z = 0.

. . . 2 . o
Soluzione. Come prima, ‘fl—f = —Chwsin wt+Chw cos wt; ‘éTf = —C1w? cos wt— Cyw? sin wt; sostituiamo

—Chw? coswt — Cow? sin wt + w? (C1coswt 4+ Cysinwt) =0

risposta positiva.

Esercizio 6. Determinare il valore di k affinché la funzione y () = e~2* + k, soluzione generale, sia
soluzione particolare dell’equazione differenziale 3’ + 2y = 1.



Soluzione. ricaviamo la derivata della soluzione generale ' = —2e~2% e sostituiamo nell’equazione
differenziale data
—2e7% 4 27 L 9k =1

da cui k = %
Esercizio 7. Precisare se la funzione y = ze® ¢ soluzione dell’equazione differenziale vy’ — 2y’ +y = 0.
Soluzione. 3’ = e + ze®; 3y = 2e* + xe”; sostituendo si ha

2e* 4 ze® — 2" — 2ze” +xe” =0

risposta positiva.

Esercizio 8. Determinare a,b,c in modo che y = az? + bx + ¢ sia una soluzione dell’equazione
differenziale y” — ' — 2y = 222 4+ 4z + 1

Soluzione. Calcoliamo le derivate della soluzione
Y =2ax+b y’ =2a

e sostituendo si ha
204 — 2ax — b — 2ax> — 2bx — 2¢ = 2% + 4z + 1

confrontando i coefficienti della variabile con lo stesso grado

—2a =2 a=-—1
—2a—2b=4 b=-1
20 —b—2c=1 c=—1

Esercizio 9. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale 3/ = x (x2 + 1)2

Soluzione. il polinomio al secondo membro ¢ la primitiva della funzione cercata, per cui

/:L'(:E2+l)2d:n

procediamo per sostituzione 2% + 1 = u, du = 2zdz, cioé dz = g—;, per cui

;/2:6(:624—1)26@:;/ugdu:éu3+C:é(w2+l)3+C

Esercizio 10. Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale y” = = + 2

Soluzione. il polinomio al secondo membro ¢ la primitiva della primitiva della funzione cercata, per

cul
2

/($—|—2)d1::%+2x+0
poi

x? 3
/ ?4—23:—1-0 dx:€+x2+01x+02



Equazioni differenziali del primo ordine

Equazioni lineari

Esercizio 11. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale 3y’ = 4y

Soluzione. Un’equazione lineare ¢ del tipo ' = a (z) y + b (z); il suo integrale generale &
y =A@ /e_A(x)b(x) dx
con A (z) una primitiva di a (z). Nel nostro caso a (z) =4 e b(z) = 0, per cui essendo A (z) = 4z

y = 641/67496 -0dz = Ce'**

Esercizio 12. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale 3y = ysinx

Soluzione. Nel nostro caso a (x) =sinz e b (z) = 0, per cui essendo A (x) = —cosz

y — e*COSﬁ/eCOSI . de — Cefcosx

Esercizio 13. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale 3y’ = 3y + 9

Soluzione. Nel nostro caso a (x) =3 e b(z) =9, per cui essendo A (z) = 3z

Yy = e3x/96_3xdm =¥ (—26_393 + c) =Ce¥ -3

Esercizio 14. Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale v’ — 4xy = 2’
Soluzione. Nel nostro caso a (z) = 4z e b(z) = ¢*", per cui essendo A (z) = 222

y = 2 /672‘7:2 W / ldz = 2 (x4 C)

Esercizio 15. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale ¢/ =y +x + 1

Soluzione. Nel nostro caso a (x) =1 e b(z) =x + 1, per cui essendo A (z) = x

y:ei/e_x(:c+1)d$:ex (/:Ue_xd:v—i—/e_md:n):egﬁ (e (x+1)—e "+ C]=Ce" —a—2

Esercizio 16. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale zy’ = 22 — y con = > 0



Soluzione. Riscriviamo: y' =2 — Q; cona(z)=-Leb(r)=2, percui A(z)=—Inz=Ini

Xz
1 C
y:eln%/%l”dac: —/2xd:):: — 4z
T x

Esercizio 17. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale 3y’ = % =z+1

Soluzione. Riscriviamo: 5 )
Y =—y+-—+az+1
x T

cona(z)=—-2eb(z)=1+2+1, percui A(z) =In%

x

_ln;z/zl _1(/ 5., 2 )_cx?xl
y=e x (x+a?+1>da:—x2 (a:—i—x —i—a:)dx _a:2+4+3+2

Esercizio 18. Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale 3y +y = 2sinx

Soluzione. Riscriviamo: y/ = —y + 2sinx; con a (z) = —1 e b(x) = 2sinz, per cui A (z) = —x
y=e " / 2e” sin xdx
calcoliamo 'integrale per parti prima con f'(z) = e® e g(x) = sinz e poi con g(x) = cosz
/ex sinz = e*sinx — /ex cosxdr = e*sinx — e” cosx — /ex sinx
avremo quindi, sommando i due integrali
2/exsinx =e"sinx —e®cosx + C
riportando ora nel calcolo dell’integrale generale

y=e “(e"sinx —e’cosx +C)=Ce ¥ +sinx —cosz

Esercizio 19. Determinare l'integrale dell’equazione differenziale y' = y + x con la condizione y(0) = 3
Soluzione. avremo a (z) =1e b(x) =z, per cui A(z) ==
Yy = ew/efxxd:z =e'(—ze " —e " +C)=Ce" -z -1
calcoliamo ora il valore di C' in questo caso
y(0)=C—-1=3 C=4

e la soluzione &
y=4e* —x—1



Esercizio 20. Determinare 'integrale dell’equazione differenziale ¢y = x% + x% con la condizione

y(ps) =5

1
T

_1 11 _1 1.1 1
y=e z/ez;daz:—e z/—ezd<x>:C’ez+1

calcoliamo ora il valore di C in questo caso

Soluzione. avremo a (z) = =5 e b(z) = x—lz, per cui A (x) = —

y(is) =2C+1=5 C=2

e la soluzione & )
y=2ex +1

Esercizio 21. Determinare I'integrale dell’equazione differenziale (1 + z2)y' + 2y — z (1 + 2%) =0

Soluzione. Riscriviamo 'equazione dividendo per il coefficiente di v/

avremo a () = eb(z) ==, per cui A(z) = —%1n (22 4+ 1)

X
T 2241

y = e—%h’l(zQ—l—l) /e% ln(;L-Q—I—l):L_dx — # /x /$2 + ld.'I} —
risolviamo l'integrale per sostituzione 22 4+ 1 = t?e 2zdx = 2tdt

3
/tht:t—i—C—l(wQ—l—l) Vaz+1+C

3 "3
da cui )
1 (2 +1) Va2 +1 1/, C
y $2+1[ ; + (@ +1)+ o
Variabili separabili
2
Esercizio 22. Determinare I'integrale dell’equazione ' = %
x

Soluzione. Si osserva che una soluzione banale ¢ y = 0. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i
membri
/ dy / dx
y2 ) a2 +1

=arctanx +C y=

da cui

1
C — arctanzx

< =

Esercizio 23. Determinare I'integrale dell’equazione y' = 2z (y — 1)2



Soluzione. Si osserva che una soluzione banale ¢ y = 1. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i
membri

f(yfiﬁ)Q:fodx I%:f%:d:z:

da cui
1

_1 _ 200 -1 -
S y 224+ C

y—1

Esercizio 24. Determinare l'integrale dell’equazione 3y’ = 23

Soluzione. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri

/ydy = /1‘3d$

da cui

Esercizio 25. Determinare I'integrale dell’equazione 3 = 6e2% /42

Soluzione. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri; ¥ = 0 & una soluzione banale
[ s=dy = [6e**dx [ “Sdy = [ 6e**dx
U Y= y say =

da cui

W=

3ys =32 +C y= (2 +C)°

Esercizio 26. Determinare l'integrale dell’equazione 3/ = —y? cosx
Soluzione. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri; y = 0 € una soluzione banale

f—y%dy = [cosxdx [—y 2dy = [coszdx

da cui 1
-1 .
=sine+C y=———
Y Y= sine +C
Esercizio 27. Determinare l'integrale dell’equazione 3’ = ;%

Soluzione. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri

/(y+1)dy:/(x+1)d:p

da cui
Wrty=322+24+C y*+2y— (22 +22+0) =0

y=—-1+va2+2x+C

Esercizio 28. Determinare I'integrale dell’equazione 3y’ = yInz



Soluzione. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri
1
/ —dy = / Inzdx
Yy
risolviamo l'integrale [ Inxzdz per parti con g(z) =Inx e f/(x) = dx
1
/lnmdac :xlnx—/— cxdr =rxlnzr —z
x

da cui
hhy=azlnz—z+C

y = Cem(ln z—1)

Esercizio 29. Determinare l'integrale dell’equazione 3’ = e?*1¥

Soluzione. L’equazione si puo riscrivere come y = €2 -e¥. Separiamo le variabili e integriamo entrambi
i membri

[Ldy = [e*dx [eVdy = [e*dx
da cui

—eV=1e"4+C y=-In (c - %62‘”)

Esercizio 30. Determinare 'integrale dell’equazione 3y’ = y% sin x

Soluzione. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri
/3y2dy = /:Esin xdr
risolviamo lintegrale [z sinzdz per parti con g(z) = x e f/(x) = sinz da cui

/:rsinxdw: —xcosx—/—cosxdx: —xcosx + sinx

Y} = —xcosx +sinz + C

y=+V—xcosx+sinz + C

Esercizio 31. Determinare I'integrale dell’equazione differenziale y' = —2\/‘1’% con la condizione
3)=3
Yy 5

Soluzione. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri

[-tr= | 5
I — - dx
2T or
l:\/x—l-l-i—c yzim

Yy
calcoliamo ora il valore di C' in questo caso

e la soluzione &



Esercizio 32. Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale 3/ = xzi’:gy

;o (:1:—{—2)
Yy =Y I —2

Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri

1 2
[ray= [ ds
Y T —2
Iny = [=2de = [do+4 [ L5de

Iny=z+4ln(z-2)+C
elny — ot . eln(x—2)4 .eC

Soluzione. Riscriviamo '’equazione

da cui
y=0C(x—2)""

Esercizio 33. Determinare I'integrale generale dell’equazione 3’ = 2,/y cos z con la condizione y (§) = 4

Soluzione. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri

1
——dy = /cosa;da:

VY =sinz+C y = (sinz + C)?

troviamo il valore di C

per cui

Esercizio 34. Risolvere
dy
dt
Soluzione. Osserviamo che —2y = 0 quando y = 0. Pertanto la costante y (t) = 0 ¢ una soluzione
particolare. Separiamo le variabili e integriamo entrambi i membri
d
W _oqt
Y

=2y con y(l)=-5

cioe
Inly|=—-2t+ B

da cui
’Z/‘ — eBef2t — Ceth

dove, ovviamente, e? =Csey>0e C=—-ePsey <0
La soluzione generale ¢
y=Ce

dove C' € una costante. Introduciamo ora la condizione assegnata; avremo
—5=Ce %! —5=Ce? C= -5

La soluzione particolare sara
y (t) = —bee 2 = 521D

Tracciamo una parte del grafico di questa soluzione particolare



-\.-\.I

a |

=]

L = (0, -36.95)

Esercizio 35. Trovare la soluzione generale della equazione differenziale

d
Y _ y*sin

dz
Trovare poi la soluzione particolare per y (0) = %

Soluzione. Se y = 0 allora y? = 0. Pertanto y (z) = 0 & una soluzione costante. Separiamo ora le

variabili

dy .
—5 =sin xdx
Yy

e integrando

da cui
B 1
4 cosx — C
la soluzione generale sara y (x) =0 e
1
) =
y(@) cosx — C
troviamo la soluzione particolare
1 1 —
=1 1-C=2
da cui
C=-1
La soluzione particolare sara
1
v= cosx + 1

10



Esercizio 36. tanx - sin® ydx + cos® z - cot ydy = 0

2

Soluzione. divido primo e secondo membro per cos® zsin? y per separare le variabili e ottengo

sin x cos
dzx + 3

3 gy =0
COS” & Sin

Y

/ sin3x daz+/ C,Oiydy:C
cos® x sin® y

risolvendo i singoli integrali con i metodi noti, si ha

per cui

/ —cos > xd (cos ) + /sin*:)’ yd (siny) =C

e si ha

=2C cot? y + tan® x = 2C

cos?zx sin?y

Esercizio 37. xy/ —y =1

Soluzione. y, = %, per cui
dy .3
dr y=y
divido per dy
T
dr dy
cioe
dr dy
r o yyr+1)
da cui

dx dy
= _ %Y 4
/:): /y(yhrl)Jr

il secondo integrale si risolve scrivendo la frazione come somma di frazioni di grado inferiore di

numeratori incogniti
1 A By

- 7_’_7
y@?2+1) oy P+l

11



da cui

AP+ A+By? = 1
v(A+B)+A = 1

uguagliando i coefficienti dei termini omogenei dei due membri, si ha

A=-B A=1
A=1 B=-1

ln\x]—/d / ydy
2l

I’integrale si scompone allora

fel = Inlyl -5 [ 2
njz] = In
N3 i
Injz| = Inly|— iln’y —i—l‘ +C
cioe
Cy
Injz|=In|——=
y*+1
da cui
__ Yy
y?+1
Esercizio 38. J:yy, =1-2
Soluzione. sempre ponendo y' = %, per cui
d 1—a?
:1:y—y:1—562 ydy = T da
dx
passando agli integrali
/ydy = / dm +C
ma | 1_xxzda: = [Ldx — [ zdz, per cui
2 2

Yy T

= =1 ——+C

5 n |z 5 +
con qualche calcolo algebrico

y?> =2In|z| — 2° + InCy y* + 2% = In Cz?
Ca? = 7t

Esercizio 39. y — my' =a (1 + x2y/>

12




Soluzione. utilizzo anche qui il metodo delle variabili separabili; svolgo la moltiplicazione e raggruppo
le y/

zy (ax+1)=y—a
separo le variabili con la consueta sostituzione y = %,

dy dx

y—a x(1+ax)

dy dx
/y—a_/x(l—l—a:r:)+c

il secondo integrale si risolve come nel precedente esercizio

1 A B

passo agli integrali

z (1+ ax) x+1—|—ax
da cui

l=A+Aarx+Bzx 1=z(Aa+B)+A

confronto i termini con lo stesso grado

I'integrale € pertanto

d
/ Y :/da:_ adx LC
y—a x 1+ ax

Inly—a|=Injz|-In|l+ax|+InC=1In

risolvo i singoli integrali

Cx
1+ ax

risolvendo I’equazione logaritmica si ha

_ Cz
C1l+4ax

y—a

e infine
a’r+Cx+a Ciz+a

1+ ax  l+4ax

Esercizio 40. 3e® tan ydz + (1 — %) sec? ydy = 0
Soluzione. dividendo per tany (1 — e*), ottenendo

3e*dx sec? ydy _0
(1 —e?) tany

ma sec?y = ﬁ =1+ tan?y, per cui

3evdx (1 + tan?y) dy

(1—e®) tany =0

passando agli integrali, si ha

/ 3etdx +/ (1 + tan?y) dy _c
(1 —e®) tany

13



*d 1
3/ c o +/ dy+/tanydy:C
(1 —e®) tany

d(e” i
3/ (6)+/C?Sydy+/smydy—0
1—e* siny cos Y

—3ln|l —€e"| +In|siny| —In|cosy| —InC =0

ma e*dx = d (e®) per cui

calcoliamo gli integrali

applicando le proprieta dei logaritmi si ha

tany

I A——— |
C(1—e®)?

In

siccome Ina =0se a =1,
tany = C (1 —¢®)3

Esercizio 41. (1+¢%)yy =e* con y (0) =1

Soluzione. divido per (1 + e%)

dy _ e
dr  1+e
cioe
X
dy = d
yay 1+ex$

passando agli integrali

2

/ydy:/lj_exdx+0 L =1+ +lC

ora y (0) = 1, per cui sostituendo

1
L mo@) d=20 o=Y°
2 2
e la soluzione e
2 2
e'T = \g (1+€%)

Esercizio 42. (zy? + ) dx + (2?y —y)dy =0 con y (0) = 1
raccolgo dentro le parentesi
x<y2+1)d:c+y(x2fl>dy:0

divido per (y% + 1) (2% — 1)
P
z? -1 y?+1

x y
d Y dy=0
/x2—1 $+/y2+1 4

dy=20

passando agli integrali

14



1 2x 1 Y
Sl e PO dy =0
2/:52—1 ij2/y2+1 Y

%ln’ﬁ—l‘—i—%ln‘gf—i—l’ :%IHC

risolvendo gli integrali

applicando le proprieta dei logaritmi e risolvendo
(x2 — 1) <y2 + 1) =

applicando le condizioni iniziale date

—1><2201
per cui
(¢ -1) (7 +1) = -2
° s 1+a?
(|

Esercizio 43. zdy + ydr = y*dx

Soluzione. riscriviamo come

xdy = (y2 — y) dx

%=1t

risolviamo l'integrale al secondo membro riscrivendo la frazione come somma di due frazioni

cioe

1 _é+ B  y(A+B)-A
yly—-1) y y-1 y(y—1)
confrontando i coefficienti otteniamo A = —1 e B = 1, per cui
d d d
/£:/£+/4£
T Y y—1
da cui )
ln\x|:ln|y_ |—|—lnC
[y
cioe
zy=Cy—1)

Esercizio 44. y sinz = ylny con y (§) =1
Soluzione. sempre separando le variabili con la sostituzione y/ = %, si ha

dy dx

ylny sinz

/ dy :/ da: L C
ylny sin x

passando agli integrali

15



1 1

ma nella frazione- - 1 , la derivata del logaritmo e proprlo
y ny

sinz = 2sin § cos §, per cui

/d(lny)zl/. dx +C ln(lny)zl/cf)SQ- ! dx +C
sin

Iny 2 5 cos 3 2) sin% cos?i

, e, utilizzando le formule goniometriche,

2 2

1 1
I (lny) = 2 / tan § ' cos? gdx +C

1 _
ma @dx 1d (tan %) per cui
In(lny) =1In (tan )+lnC lny:Ctang
cioe
applichiamo ora la condizione assegnata y () =1 [tan (§) = 1]

1=¢

da cui C = 0 e la soluzione particolare ¢ y = 1

Esercizio 45. y = (z + y)°.

Soluzione. Per ottenere la separazione delle variabili, € necessario introdurre la seguente sostituzione:

r+y=u

da cui
Yy=u-—2x y=u —1

sostituendo

W —1=u’
cioe

Z—z:l—i-uQ
da cui ”

Y =dx

e passando agli integrali

1—s—u2 /dw

questi due sono entrambi integrali elementari, per cui
arctanu =z + C

arctan (z +y) =z + C

Esercizio 46. y = (82 + 2y + 1)

16



Soluzione. come prima

8r+2y+1 =
8 _|_ 2y/ — /
e quindi
‘-8
u mp 2
du 9
— =2 8
dx wr
separando
du d
" Az
2 (u? +4)

passando agli integrali

/2(1;1:_4):/dx+0

anche questi sono integrali elementari
1 U
—arctan — =z +C
4 2

1 " 8z +2y+1
—arctan ————— =1
4 2

Esercizio 47. (2x +3y —1)dz + (4 + 6y —5)dy =0

ro1—(2 3
Soluzione. y = M e introduco il seguente cambio di variabile
4o + 6y — 5
u = 2x + 3y
per cui, risolvendo rispetto a y
_u—2x
V=73
e derivando rispetto a x
,u =2
Y773
sostituendo nell’equazione iniziale
u' -2 1-u
3  2u—5

cioe
, 3—3u+2 u—7
u = =
2u—5 2u—>5

/ . . a1
ma u = 2 per cui separando le variabili
dz’

(2u —5) du

u—"17

/(2uu—_5;du _ /dm—i—C’

riscrivendo il numeratore, come per gli integrali di frazioni con Num e Den dello stesso grado

/<2+ ) )du::r—i—C
u—"17

17

=dx

e passando agli integrali




risolvendo
2u+9nju—7=2+C

sostituendo il valore di u, inizialmente posto, si ha
dz+6y +9In2x +3y -7 =2+ C
e dividendo per 3 e raggruppando le costanti

3In|22 4+3y -7 +x+2y =C

Esercizio 48. (2x —y)dr + (4o — 2y +3)dy =0

Soluzione. riscrivo come
;o Yy — 2z
Cdx—2y+3

osservando che 4z — 2y = 2 (2z — y), pongo u = 2z — y da cui

y=2r—u
e derivando rispetto a x
y/ — 2 _ u/
e sostituendo nell’equazione iniziale
2 —u = —
2u+4+ 3
cioe
, du+6
u =
2u+3

/ . . K .
ma u = g—g e risolvendo separando le variabili, si ha

(2u+3)
—Fdu=d
but6
passando agli integrali
2u+3
du= [ dx+C
Bu+6 /‘7ch
10u 4 15
/10u+12 du=w+C

5/( 10u +12)d“:x+0

2u+31n |5u+ 6| = bz + Cy

risolvendo

sostituendo nuovamente
4r — 2y + 31In |10z — 5y + 6] = 5z + C4

cioe
z+2y+ C; =3In|10z — 5y + 6]
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Equazioni Omogenee

L’equazione differenziale P (z,y)dx + Q (c,y)dy = 0 si dice omogenea, se P (z,y) e Q (x,y) sono
funzioni dello stesso grado. L’equazione si puo allora trasformare come

i-i(2)

e con l'aiuto della sostituzione y = uz, dove u ¢ la nuova funzione incognita, si riduce ad una equazione
a variabili separabili.

Esercizio 49. y' = 41
Soluzione. pongo y = uz, e derivando rispetto a z, y' = u + u z e sostituendo
utzu =u—1

cioe

quindi
d
u:—/£+0
x

u=—In|z|+InC

risolvendo l'integrale elementare

sostituendo nuovamente
Ca —In|z|+InC
x

X

y=zln

Esercizio 50. y/ S ty

Soluzione. pongo y = uz, e derivando rispetto a z, y' = u + u z e sostituendo

/ 1
VNS i Ch o) N
T
da cui
r 2’1,L + 1
N T
risolvo separando le variabili
du 7dij
u+1  x
e passando agli integrali
du / dr tinC
=— | —+1In
2u+1 T

risolvendo gli integrali elementari, si ottiene

1
51n]2u+1\ =—In|z|+InC

In|2u+ 1| = 21In C‘
x

risolvendo I’equazione logaritmica
C2

2 1= —
u + 22

19



e sostituendo nuovamente

2y +x 01
x x?
_ Cl i
Y=o " 2
Esercizio 51. (z —y)ydr — 22dy =0
Soluzione. riscrivendo 1’equazione
r_ylz—y)
vy = 2
x

sostituendo y = uz, da cui y = u + u'z, ottengo

2
uz® (1 —u)
u+u'r = o =u(l—u)
da cui
/o du u?
uw = — = ——-
dx x
separando le variabili
du dzx
u? oz
e passando agli integrali
— =In|Cx|
sostituendo nuovamente
— =In|Cx|
oppure
oz
YT |Cx|

Esercizio 52. (22 + y?)dz — 2zydy =0

Soluzione. rispetto a y/ = %
Pty w LY
V= Ty T

. . / !/
sostituisco % =wuey =u-+uzx, ottenendo

i ’ 1 + u
u+ur=——+—
2u 2
da cui
/ 1 — u2
u =
2ux
e separando le variabili
2u J dzx
u=—
1 —u? x

passando agli integrali

2u dzr
/1—u2du_/?+c

20



e risolvendo, poiché 2udu = d (u?)

2= Cx

oppure
Cx (1 — u2) =1
sostituendo nuovamente
22 — 2
Cx 5 =1
x

2?2 —y? =Cx
Esercizio 53. ydz + (2,/zy —x)dy =0
Soluzione. Riscriviamo come 3’ = Y . applichiamo la sostituzione y = uz e ¥/ = u + v’z

2\ /vy —x

, ux
utuxr=—

u
2e/u—z  2/u—1

da cui

u —2u~/u du  —2u+\/u

’U,I.T:—i—’u:i cioe x— =

2/u — 1 2/u — 1 dr ~ 2/u—1

separando le variabili e passando agli integrali, si ottiene

—2yu+1 dx du 1 [ du
A L Y [ B (L e,
/ N / * / u +2/u3 ne

1 T
—lnu——==1 c -1 1 =1 c /—+1 =
nu NG nz+ nly| + n|x|+\/; nr+ y+ n |yl

Esercizio 54. xdy — ydr = /2% + y2dx

Soluzione. Riscriviamo l’equazione nella forma

j = YTty ty
x

introduciamo la sostituzione y = ux e ' = u + zu’ e avremo

vV ( 1—i—u2 + uzx
=V1i+tu?+u

u+zu =

per cui

du V14 u? du B dzx

%_ X \/]_—}—uz_?

passando agli integrali si ha

f\/HT Ik ln‘u—i—VuQ ‘ InCzx Cr=u+Vu?+1

cio¢

svolgendo si ha
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Esercizio 55. Integrare I'equazione (z — ycos ¥) dx + x cos Ldy = 0

/
. : P, y y dy o
Soluzione. L’equazione si puo riscrivere come x — y cos = -+ & cos ode = 0; con la sostituzione y = ux
T vdx

ey = u+ zu’, abbiamo

r—zucosu+zcosu (u+zu') =0

che si riduce a

u
COsSU—— = ——

dx x
separando le variabili e passando all’integrale si ha

d
/cosudu - [

x

da cui,
Yy

C =qzge=

Esercizio 56. zIn Edy —ydr =0
Y

. o . r. T . , ,
Soluzione. dividiamo per ydz e otteniamo — In — — 2’ = 0; sostituiamo x = uy e 2’ = u+yu' e avremo
y vy

Y du
1 = / _——=—
ulnu = u+ yu y w(nu—1)
integrando
Iny+InC=In(lnu—1)
da cui
x
Cy+1=1In—
Y
tornando alle variabili originarie
x = yeCvtt

Esercizio 57. zdx = (% — y3> dy

Soluzione. riscriviamo 1’equazione dividendo per dy:

sostituiamo x = uy e ¥’ = u + yu' e avremo

uy (u+yu') =y (W —y?) g =—y

separiamo le variabili e passiamo agli integrali

2

Judu=—[ydy % =-

svolgendo i calcoli algebrici si ottiene la soluzione generale

+C

pofS,

224yt = Oy?
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Esercizio 58. (2zy? —y) dz + xdy =0
Soluzione. Dividiamo per dz e sostituiamo y = uz, vy = u + xu’

d
203U —ur + ux + 2% =0 —ZL = —2xdx
U
passando agli integrali
1
—=z24C z +22=C
U Yy

da cui con calcoli algebrici
x

V= mre

Esercizio 59. 22 (y + 1)dz + (22— 1) (y —1)dy =0

Soluzione. riscriviamo come

2
T y—1
dr = ———d
B 17T Ty
passando agli integrali
1 [ 322 -1 1 d
3 x3—1 y+1 y+1 y+1

risolvendo si ha
ln’x3 - 1‘ = 3y+In(y+1)°

da cui
2% —1] _

3y +In it
(y+1)°
Esercizio 60. (1+ y?) (e**dx — e¥dy) — (1 +y)dy =0
Soluzione. riscriviamo come
e® (1 —|—y2> dr =Y (1—|—y2) dy+ (1+y)dy

da cui, passando agli integrali
1+y dy 1 2y
2z
dx = [ eYd / dy = ¢Y / - d
/e x /e Y+ 1+y2y e’ + 1+y2+2 1+y2y

1 1
§€2$ —¢eY + arctany + 5 In (1 + y2> =C

risolvendo

Esercizio 61. (42? + 3zy + y?) dx + (4y* 4+ 32y + 2?) dy = 0
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Soluzione. Riscriviamo come
dy 422 + 3xy + 9?

dz 22+ 3zy + 4y2

Sostituiamo y = ux e ¥’ = u + vz e avremo

L — _,1/7(4+3u+u2) e AWt rutl) _ A(ut1) (u® +1)
22 (1+ 3u + 4u?) 1+ 3u + 4u? 1+ 3u + 4u?
da cui passando agli integrali nella separazione delle variabili
/ 14 3u + 4u? dx
u=— [ —
4) (u+1) (W2 +u+1) x
risolviamo il primo integrale riscrivendo la frazione come somma di due frazioni
14+3u+4u®> A N B+Cu  w*(A+C)+u(B+C)+(A+B)
(u+1) (w2 +u+1) ut+l w2+u+l (u+1) (u?4+u+1)
confrontando i coefficienti dei termini di pari grado tra i due membri, abbiamo
A+C =4 A=1
B+C=3 B=0
A+B=1 =3
I'integrale diviene
/ 3 / 2u J dx
S " du=— [ 22
4) u+1 8 w2 +u+1 x
fln]u—i—ll—i— ln’u —1—1’ —Inz+InC
In [(u +1)% (u? + 1)3} c

X

8
3
E+1)*(L+1) =5 @+y)’ (@@ +)’=C

Esercizio 62. Dalla condizione y = 1 per x = 2, ricavare la soluzione particolare dell’equazione
(2% — 3y?) dz + 2zydy = 0.

Soluzione. riscriviamo ’equazione nella forma

dy a3y

de 2xy
e sostituiamo y = ux e y' = u + zu’ ottenendo
, 22 — 3u?z? u? —1
' =—————u=
2ur? 2u

risolviamo con il metodo delle variabili separabili

2 d
/udu: o

u? —1 x
da cui
In ‘uQ - 1‘ =In|Cx|
cioe
y? = Ca® 4 22
nel caso in cui y (2) = 1, abbiamo C' = —32 e 'equazione diviene

/ 3
Yy==x 1f§x
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Esercizio 63. 2z —y+4)dy+ (r —2y+5)dx =0
Soluzione. Questa & una equazione riconducibile a equazione omogenea essendo della forma

;- <a1w+bly+cl>_—x+2y—5
v = asx +boy —co) 2w —y+4

se il determinante della matrice formata dai coefficienti delle due variabili ¢ diverso da zero

ar by

0= a4y by #0

2 -1

‘—1 2

allora si puo introdurre la sostituzione r = u+a«a e y = v+ 3, dove «a e 5 si possono ricavare dal sistema

aiae  +b1f+c¢1 =0 —a +28-5=0 a=-1
asa+ by +ca =0 2a— pf+4+4=0 6=2

per cui la sostituzione ¢ del tipox =u—1,dr=du,ey=v+ 2, dy = dv

U,_@_ l—u+2v+4-5 2v—u
Cdu 2u—2—v—244 2u—v

introduciamo ora la sostituzione tipica delle equazioni omogenee, v = ut, v’ = t + ut’

v u(2t—1) ; t?2 -1
ut = —— —t= ——
u(2—1t) 2-T
passando agli integrali
d 2—t dt 1 2t
/ﬁz/idtzz/——f/—dt
u t2—1 2—-1 2) t2-1
t—1 1
InCu=2In ’—ln‘tQ—l‘
t+1] 2
cioe, svolgendo
1
t—1)2
(o (=D
(t+1)2

da cui, elevando al quadrato

1 -3z —3y

Esercizio 64. ¢y =
l1+ax+y

Soluzione. In questo caso ’equazione & riconducibile ad omogenea ma il determinante dei coefficienti
delle due incognite e nullo, infatti

a1 by

0= a9 bg

1 1

:|—3 —3|:0
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la sostituzione necessaria diventa u = a1z + by, v’ = a1 + b1y, cioe u= -3 (x +y), v’ =-3—-3y e

/
y = h —;3. Avremo quindi
u'+3  ut+1l  3(u+t1)
_—37 e
3 ST
cioe
ldu 3u+3-u—-3 _ 2(u+3)
3dr u—3  u-—3
e passando agli integrali
5/u+3dU—fd:L‘ gfdu—fu+3—fdx

1
gu—ln]u—i—?)] =z+C
passando alle incognite originarie

3x+y+2ln(l—z—y)=0C

Equazioni differenziali lineari del primo ordine

Un’equazione differenziale della forma 3’ + P (z)y = Q () di primo grado rispetto a y e a 3’ si chiama
equazione lineare. Se la funzione generale dell’equazione acquista la forma y' + P (z)y = 0 & detta
lineare omogenea.

In questo caso le variabili si separano e la soluzione generale dell’equazione ¢ data da

y = Ce—fP(m)dm
Nel caso dell’equazione lineare la formula risolutiva si dimostra essere

y = e | P@is [/Q(a:) efP(r)dxdx_’_C:|

d
Esercizio 65. Ww_¥_ T
dr =«

Soluzione. Risolviamo applicando la formula risolutiva dell’equazione lineare non omogenea
Yy = el 3 [/xefalvdzdx + C’]

da cui

y = e? [/xelnxdx—i—C’} —x(/dac—i—C) =22+ Cx

Esercizio 66. Trovare la soluzione generale dell’equazione 3’ + ycosx = 0; trovare la soluzione
1

particolare con valore iniziale y (0) = 5.
Soluzione. Calcoliamo prima l'integrale

/cosa:dx =sginxz + B

la soluzione generale sara
y (;U) — Ce—SIHJ)
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cerchiamo la soluzione particolare

pertanto

2
Esercizio 67. i + Y
x

Soluzione. Risolviamo applicando la formula risolutiva dell’equazione lineare non omogenea

y= e J i [/m?’ef idwdm—i—(}’} = Ine? [/x3elnx2d$+0] =

Esercizio 68. (1+y?)dz = (\/1 +y?siny — :Uy) dy
Soluzione. L’equazione ¢ lineare rispetto a y, infatti

Ty siny

L+ Vity?

dove P ((y) = # e Q (y) — & Pertanto

= Vig

:U'—i—

_1 2y sin 1 2y
z =e 2f1+y2dyl Y *€2fl+y2dydy+c

it

da cui

, .
/ / "Y1+ 2dy+C

CVIr2 [ Vi

x\/1+y%2+cosy=C

Esercizio 69. y?dr — (2zy +3)dy =0
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Soluzione. Anche in questo caso si tratta di un’equazione lineare in y:

, 2z 3
r—-—=—
Yy Yy
da cui 5 3 1
2 2
z=el v {/ffydydy—i-C} =y° (/Q-Qdy—l—C)
Yy y oy
cioe .
r=Cyl— =
Y
Esercizio 70. (1+22)y +2zy—1 =0
Soluzione. Riscriviamo:
n 2zy 1
4 1+22  z(1+22)
dove P (z) = 13;2 eQ(z)= m per cui

y=e rerde [/ (lle %dmdl‘ + C} = elnﬁ {/ éeln(lﬂz)dx +C
x x

+ x?) (1+22)
! /’1+ﬁ de+C L 2+ 0)
= = —_—— n
LA x (14 22?) v 1tz 01"

cioe
y(1+x2) =In|z|+C

Esercizio 71. Trovare la soluzione particolare che soddisfa le condizioni date, xy’ +y — e* = 0 con
= b quando = = a.

Soluzione. L’equazione puo essere riscritta nella forma

et
T

@\
+
|

X

X 1 X X
y=e 3| [l i) < 2 ([ wansc) L
X X X X X

sostituendo le condizioni assegnate, possiamo ricavare C"

da cui

b:%+g C=ab—e®

la soluzione particolare sara
ab — e®

y=—+
xz T

Esercizio 72. (1—-2%)y' +2y =0

Soluzione. caso particolare del tipo y' + P (z) y = 0, per cui la soluzione sara del tipo y = Ce™ J Ple)de,

y:Ceffﬁdm — gz ) Tl =CV1— a2
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Esercizio 73. Trovare la soluzione particolare che soddisfa le condizioni date,

y'— Yy
1— 22

—1—-2=0

con y = 0 quando x = 0.

Soluzione. Riscriviamo ’equazione mettendo in evidenza la forma lineare

per cui

y:efmdx |:/(1+$)e_flm2d$+0:| :eilnHtiX’ |:/(1+x)621n|}4:§‘ +C:| —

— 1ti(/(x+l) 1I_idaﬁ+0> \/m(/m+c>

risolviamo l'integrale mediante la sostituzione x = sint e dr = costdt

1
+x</cos2tdt+0): /1+x</1+0082tdt+0>:
1-2z 1—x 2

1 2t 1 1 1
+"3</ /COS dt+C) +x(t+sin2t+0)
11—z 1—2\2 4
1 1 1
y = 1+x(2arcsinx—|—2\/1—x2—l—0>
—z

troviamo la soluzione particolare

C=-3 y:%\/%(arcsinx—i—%m—l)

Esercizio 74. Trovare la soluzione particolare che soddisfa le condizioni date,

y —ytanz =
Ccos ¥

con y =0 per x = 0.

Soluzione. P (z) =tanz e Q (z) = 1

cosxT

y = eftan:cda: (/ 1 e—ftanwdwd$+c) — e—lncosz </ 1 elncoswd$+c)
COS T COS T

1
Y= (/dl’+0>
cos T cosx cosx

la soluzione particolare

Esercizio 75. y' + ¥ = —xy?
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Soluzione. Questa ¢ la cosiddetta equazione di Bernoulli del tipo ¢ + P () y = Q (x) y®. La si pud
trasformare in una equazione lineare mediante la sostituzione y = uv e y' = v/v + uv’.

uv
o+ u + — = —zu’v?
x

raccogliendo v al primo membro si ha

u
v (u’ + ) +w' = —zuv?
X

per ricavare u, poniamo u’ + % = 0, che risolviamo con il metodo delle variabili separabili
du | u _ du _ _ (dx -1

riscriviamo quindi ’equazione sostituendo il valore trovato di u

=—5v° v =—v
risolvendo per trovare v, abbiamo

dv _ 2 -2 _ _ 1

w=-v" Jvidv=—[dr v= 5

Y _ ;
ma v = £ = py per cui
1
Ty =

2 —
oy y(z*+Cx) =1

Esercizio 76. 2zyy —y> + 2 =0

Soluzione. L’equazione si puo riscrivere

Jov 1
2x 2y

Questa ¢ la cosiddetta equazione di Bernoulli del tipo ¥/ + P (z)y = Q (z) y*, con a = —1. La si pud
trasformare in una equazione lineare mediante la sostituzione y = uv e ¥’ = v/v + uwv’. Otteniamo

! ! w 1 I u r_ 1
wY +uv T2z T 2w U(u 2x)+’LL’U - 2w
ricaviamo u uguagliando a zero il coefficiente di v al primo membro

u o

— 9 =0 f%:%f% In|u| =In/z

da cui u = /x. sostituiamo

VAT = — 1 dv 1

5750 dr = 7w J2vdv = — [ Lda

1
1)2:111——i—lnc’:lng
|z| x

essendo ora v = 4 = L avremo
u NG

y2 :xlng
x

2z —1
Esercizio 77. ¢y —y xe =

1
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Soluzione. risolviamo mediante la sostituzione y = uv e v’ = v'v + uv’

2¢ —1
u’v+uv’—uv$72:1
T

raccogliamo i termini contenenti v

20— 1
v(u’—u x2 )—i—uv’:l
i

ricaviamo u uguagliando a zero il coefficiente di v al primo membro

JENE
u ) a2 2

da cui

sostituiamo tale funzione nell’equazione assegnata

1
2lerv =1
cio¢
dv 1
N
dr 123

separando le variabili e passando agli integrali

d
e
z2ew

per rendere evidente il procedimento, risolviamo l'integrale al secondo membro mediante la sostituzione
t= % edt = —x—lzdac, pertanto

v:—/e*tdt:e*t:(f%#—C

avremo quindi

y:uv:a:Q(l—f—C’e%)

Esercizio 78. ydx + (a; — %xSy) dy =0

Soluzione. questa equazione ha la forma dell’equazione di Bernoulli del tipo ' + P (y) z = Q (y) z*.
Se, infatti, la riscriviamo, avremo

/ E_EB
x+y—2x

risolviamo con la sostituzione = = uv e ' = v'v + uv’ e avremo
w4+ uv + o= %u?’v3 v (u’ + %) + v = %ug’v?’

ricaviamo v da

otterremo quindi

ma v = xy, per cui

cioe
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Esercizio 79. v + ycosx = sinx cosz

Soluzione. anche in questo caso risolviamo ponendo y = uv e 3y = v/v + uv’

w'v 4+ uv' 4+ wvcosx = sinx cos x
raccogliendo i termini contenenti v e ponendoli uguali a zero, possiamo ricavare u

v(uW +ucosx) +uv =sinzcosx  u +ucosxr =0

da cui, passando agli integrali

S = [coszdr  u=e ST
sostituendo, per ricavare v’, avremo

e 5%y —ginxcosx

cioe

sin x cos x . "
/dv = /7dx = /SIHZL‘COSZL‘esmdeC

e~ sin x

risolviamo l'integrale al secondo membro sostituendo sinx =t e cos xdx = dt, per cui
v= /tetdt = te! — /etdt =te! — el =M (sinz — 1) + C

avremo quindi
y:uvze—&nx'emnm (Sinx_l)_i_ce_slnx

da cui
y=sinx — 1+ Ce "%
Esercizio 80. zy’ — Y a—0
z+1
Soluzione. riscriviamo
y/ = L —_ 1 = 0
x(x+1)
risolviamo sempre ponendo y = uv e y' = v'v + uv’
, , uv
v+ uw — ———1=0
* x(r+1)

raccogliendo i termini contenenti v e ponendoli uguali a zero avremo

v(u’—ﬁ)—i—uv’—lzo = sy =0

/d::/x(:jil)

risolviamo l'integrale al secondo membro scrivendolo come somma di due frazioni

risolvendo per ricavare u

1 A n B
r(x+1) =z x+1
svolgendo e confrontando i termini di pari grado si ottiene A =1 e B = —1, pertanto
d d
lnu:/i—/ * =In|z| —In|z + 1
T z+1
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da cui

sostituendo avremo

e risolvendo

/dv:/x+1dx:/dx+/d$
T T

v=z+n|z|+C

da cui

pertanto la soluzione generale sara

T
z+1
Esercizio 81. (z%y —2? +y—1)dz + (zy + 22 — 3y — 6) dy = 0
Soluzione. Raccogliamo a fattor comune

(22 +1) (y—1)de+ (z = 3) (y+2)dy = 0

separando le variabili e passando agli integrali, si ha

241 2
/x+ dx:—/&dy
z—3 y—1

2 — -1 d
/x 6x + 9 + 6z de:_/y dy+3/ Y
z—3 y—1 y—1
z—3 dx dy
—3)dx+6 | —— 410 =—[dy—3 [ ——
/(:C Jdo + /3:—3+ /a?—3 /y /y—l

2

%—3m+6z+101n|x—3|:—y—3ln|y—1|—|—C

risolviamo

da cui

che si puo scrivere
2

%+3x+y+ln’(:c—3)10(y—1)3‘:C

Esercizio 82. 3zdy =y (1 + zsinz — 3y sinz) dx
Soluzione. Riscriviamo dividendo per 3zdx e avremo

sinx
_ 4
=Y
x

;Y ysinx  sinz 4 Yy (1L
y 3x 3 T Y 4 3(x+sm$)

Questa equazione & del tipo ' + P (z)y = Q (z) y*, con o = 4. La si puo trasformare in una equazione
lineare mediante la sostituzione y = uv e ' = v'v + uv’. Otteniamo

/ , uv (1 . sinx 4 4
Uv+uw —— | —+Ssinxr | =——uv
3 \z x

raccogliendo v al primo membro e uguagliando a zero per ricavare u/, si ha

1
u/—u<+sina:) =0
3 \z
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risolviamo con il metodo delle variabili separabili

du 1 1 .
/Z/(-i-smm)dac
T

U 3

cioe ]
In |u| = 3 (In|z| — cos) x

& x e

U= 2{; ut = 42{;
e 3 e 3

sostituiamo al posto di u la funzione trovata per ricavare v

cosT .

e s dv sinx  xJx 4
- = — . v
cos T 4 cos
e 3 dr T e 3

risolviamo ancora con il metodo delle variabili separabili e avremo

. cos .
dv sinx xJr 4, e s —sinx
7 = - " Tdcosz A cosx dﬁl? = de
v r e e 3 e

1 d(cosz)
EETE eCoS T
da cui ! !
- — _ cos T
303 eCos T +C e

ma v = % e sostituendo con qualche calcolo si ottiene
T = y3 (Clecosaz i 3)

Equazioni ai differenziali totali. Fattore integrante

Differenziali totali. Se per ’equazione differenziale P (z,y)dz + Q (z,y) dy = 0 'uguaglianza

oP  0Q

aT/ Oz
¢ soddisfatta, 'equazione puo allora essere trascritta nella forma dU (z,y) = 0 e si chiama equazione ai
differenziali totali. L’integrale generale ¢ U (z,y) = C
Esercizio 83. Trova lintegrale generale dell’equazione (x + y) dx + (z + 2y) dy = 0
Soluzione. L’equazione ¢ della forma P (z,y)dz + Q (z,y)dy = 0 con %—g =x+ye %—[y] = x4+ 2y.
Verifichiamo se
oP _ 9Q O(ty) _ dxt+2y) 1 _q
dy ~— Ox dy ox -
Risolviamo )
x
U=/(iﬁ+y)da:+so(y) =5 Try+ey)

allora derivando U rispetto a y e confrontandolo con %—Z =z + 2y si ha

r+2y=x+¢ (y)

0y

372 2
?—l—xy—i—y =C

da cui ¢’ (y) = 2y; pertanto ¢ (y) = y2. La soluzione generale sara allora
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Esercizio 84. Trova l'integrale generale dell’equazione (m2 +y? + 2z) dx + 2zydy = 0

Soluzione. L’equazione ¢ della forma P (z,y) dx + @ (z,y) dy = 0 con %—g =22+y’+2re %—g = 2xy.
Verifichiamo se
orp _ 9Q 9@y’ +2) _ 0(2ay)

oy — ox oy =5 2y=2y
Risolviamo
2 2 a’ 2 2
U:/(x +y +2x>d:c+<p(y) =3 tay +o + ¢ (y)
derivando U rispetto a y e confrontandolo con £+ = 2zy si ha

ou
= =90y =2 /
oy =2yt )
da cui ¢’ (y) = 0; pertanto ¢ (y) = C. La soluzione generale sara
3
% +ay?+a2*=C

xdy — ydz

Esercizio 85. zdx +ydy = —; 3
o=y

Soluzione 86. Riscriviamo 1’equazione con qualche semplice passaggio algebrico

xdx + ydy — 2:}5 5dy + 2y 5dr =0 (:1:+ Y )dm+(y—$)dy:0
==Yy ==Yy 2 —y? —y?
Iequazione ¢ quindi del tipo P (z,y) dz + @ (z,y) dy = 0 con %—g =z+ > g 7 e %Z =y — %7112
Verifichiamo se
or 0 ( Yy )_ 22 hy?
oy 22 —y2)  @-?)’
3& 82/< T ): 22 4y?
Or Oz 2 —y? (@2 —y?)*
Risolviamo
Y
U:/<x+x2_y2)dx+g0(y):
= [atoty [ P pdaspt@) - x2+11“”‘y‘+()
= [ xzdx x — 4+ —-1In
Y P =y T ey TPV
derivando U rispetto a y e confrontandolo con %—Z =9y — wgflﬂ si ha
x 1 Tty —2x , z ,
y— T (y)=— +¢'(y
$2_y2 2 T—y ( +y)2 () x2—y2 ()

dacui o' (y)=yep(y = % + C. La soluzione generale sara

x Y 1 T —y
I A | =
2+2+2nx+y‘
92 2_32
Esercizio 87. —:;dx Y 4:1: dy=20
Yy Yy
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Soluzione. 'equazione ¢ nella forma P (z,y)dr + Q (x,y) dy

Verifichiamo se & un integrale totale

Risolviamo

Deriviamo U rispetto a y e confrontiamolo con

da cui ¢’ (y) = 7 e ¢ (y)

Esercizio 88. Trovare l'integrale particolare dell’equazione

che soddisfa la condizione iniziale y (0) = 2.

Verifichiamo se & un integrale totale

ZOCOH%—U:j}’ﬁe Gy =
87P — 2 (273:) _ _ 6z
dy Oy \v’ yt
9Q _ 9 <y2—3x2) _ _6z
or oy \ v y*
2x 2
U= [Sdrto@ =210
— 32
%U = %, avremo
Y y
1 32 Sx + o ()
Y Y R AR
vy y*
= —i + C. La soluzione generale sara
I’Q o y2 — Cy3
(m+e§)d:r+e§ (1—> dy=20
Soluzione. 'equazione ¢ nella forma P (z,y) dz+Q (x,y) dy = 0 con aU —z+eve ‘9—U
8P a z z T
a*y—a*y(‘”” =i (=)
9 b z\|] _ 1. % x 1 £ = x
A () Y (P e

%:

Risolviamo

Deriviamo U rispetto a y e confrontiamolo con

dacui ¢’ (y) =0e ¢ (y) =

U:/(:c+e§)dx

2

T z
=5 tyer +o(y)

z T
%—g =ev (1 — >, avremo
Y

+ ¢ (y)

i x
v~ el el —y- Dol 4 (v)
Yy y?

(132

2

Cy. La soluzione generale sara

C

<8

+ ye

ou _

92 _ 31’2

introducendo le sostituzioni indicate, possiamo ricavare C' e quindi la soluzione particolare

0+2-1=C

22 =4— 2ye%
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Fattore integrante

Se il primo membro dell’equazione P (z,y)dz + Q (z,y) dy = 0 non & un differenziale totale e se le
condizioni del teorema di Cauchy sono soddisfatte, allora esiste una funzione u = p (z,y) (fattore

integrante) tale che
p (Pdx + Qdy) = dU

Se ne deduce che la funzione p soddisfa I’equazione

0

5 (4P) = 5 (1)

Il fattore integrante p si trova nei due casi seguenti

é(%_%>:F(m) allora = p(x)

(%5~ 92) = Fi () allora p=p(y)

ol

Esercizio 89. Integrare ’equazione
Y3
<2xy + 22y + 3> dx + <x2 + y2) dy=0

Soluzione. In questo caso P (x,y) = 2zy + 2%y + % e Q(x,y) = 22 + y% Le due derivate, la prima
rispetto a y e la seconda rispetto a x non sono uguali e I’equazione non rappresenta un differenziale
esatto.

B—sw+a?+y? =2

Calcoliamo

1op 9@y _ 1 2.2 o) _
Q(@y &v) <2x+az +y 2:1:)—1,

a2 +y?
allora avremo p = p (). Si ha allora, dipendendo p da x

d'u:1<ap—8Q>da;:dx

po Q\9dy Oz
e
lnp==x
da cui
p=e"

moltiplichiamo ora ’equazione data per e” e avremo

3
[ex <2azy + 22y + %)

che ¢ I'equazione ai differenziali totali. Infatti

dx + [ew (:1:2 + yQ)} dy=20

oP 0
o = £ = 2ze” + 22e® + %y? = e (22 + 2% + ¢?)
Avremo 5
9U = v (2xy+x2y+%> %—Z:em (2% + %)
per cui

3 3
U= /ex <2xy+:v2y+ y3> de + ¢ (y) = /2xyexdm+/x2yex —i—/e“”%dw—l—tp(y)
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i primi due integrali si possono risolvere per parti ponendo e?dz = v’ e 2z = u (1° caso) 22 = u (2°
caso)

/2myexdx = 2xye” — 2ye”
/erxdac =z%e® — /Qxexd:c = 2%ye® — 2xye” + 2ye”
per cui
Y’ Y’

U = 2yze® — 2ye® + 22ye® — 2xye® + 2ye” + gew + ¢ (y) = z?ye” + gex + ¢ (y)

Deriviamo U rispetto a y e confrontiamolo con %—g =" <x2 + y2),
o (x2 —|—y2) +o (y) =e" (x2 —|—y2)

da cui

e la soluzione generale sara

3
C=c"y <x2—|—y3>

Equazioni differenziali del 1° ordine non risolvibili rispetto alla derivata

Equazioni del primo ordine di gradi superiori

Se 'equazione F' (z,y,y’) = 0 &, per esempio, di secondo grado rispetto a y’, allora risolvendo ’equazione
come una comune equazione di secondo grado, si ottengono due equazioni

y'=filz,y) ¥ =fa(z,y)
L’integrale generale dell’equazione ha in questo caso la forma
®(z,y,C) = P1(2,y,0) - P2 (2,y,C) =0
Esercizio 90. Trovare l'integrale generale e particolare dell’equazione
zy? + 2y —y=0

Soluzione. Risolviamo prima trattandola come un’equazione algebrica di 2° grado rispetto a y'.

Avremo
, —wEr2+ay - 22 + zy
y = fr— —_
T T

avremo pertanto le due soluzioni

y/:_1+1/@ y/:_1_1/m21._7‘w

Le due soluzioni cosi ottenute sono equazioni differenziali omogenee e le risolviamo sostituendo y = ux
ey = u+ zu’ (risolviamo tecnicamente solo la prima, essendo la procedura per la seconda identica a
parte un segno)

utzrz—=-1+v1+u
x

separando le variabili

/Cf:/_(uu;him
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applichiamo la seguente ulteriore sostituzione: 1 4+ v = t2, du = 2tdt e avremo
d 2t dt
x t(l—1t) t—1

C _
(-1

da cui
C

c x
(Var1-1) (Var1-1)°

Avremo quindi, sostituendo nuovamente u = %, le due soluzioni

—(Jivr-1) <c=(/itr4+1)
(Viti-1)  S=(J/i+i+y)

Svolgendo i quadrati e moltiplicando si ottiene

® (z,y,C) = {(2x+y—0)—2\/x2+xy] {(2x+y—0)+2\/x2+xy] =0

@(m,y,C’):(2x+y—C)2—4(x2+xy) =0

Inz=1In In

81Q

svolgendo il quadrato, sommando e applicando il prodotto notevole
(y—C)* =4Cx

questa soluzione generale rappresenta un fascio di parabole.
Troviamo la soluzione particolare derivando rispetto a C

—2(y—C)=4x —2y+2C=42x C=2x+y
sostituiamo il valore trovato nella soluzione generale
4a® = 4z (22 + y) da
cui
y+zx=0
E possibile risolvere anche utilizzando un altro metodo, cio¢ mediante la sostituzione y' = p, come
mostrato di seguito.

Esercizio 91. Trovare l'integrale generale e quello particolare dell’equazione differenziale

2
T
y=y* -+

Soluzione. Introduciamo la sostituzione 3’ = p e avremo

2 a?
y=p —pr+ o
e deriviamo poi rispetto a x e consideriamo p = f (z)
dp dp
=2p——p—a—+=x
b pd:r b dx

raccogliamo e con qualche calcolo, si ha

(2p—x) 2 =2p—2z %:1 p=z+C

T

sostituiamo ¢y’ = x + C e avremo

2
y:(x+0)2—m<x+c>+‘%
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da cui
y=Czx+C?*+

troviamo la soluzione particolare derivando rispetto a C
O0=2+2C C=-3

sostituendo avremo

Esercizio 92. Risolvi la seguente equazione differenziale determinando il suo integrale generale

2 2
Yy 2 _ Yy
A )

Soluzione. Svolgiamo qualche calcolo

y? + 2y = 22% + 42 — 2z’ 2y’ — 22y + 2ayy = 0

raccogliamo
A 2 2
Yy [y (y -z )+2:1:y} =0
puo essere considerata con caratteristiche riconducibili a un’equazione spuria di secondo grado, per cui

y’ = 0 restituisce una costante, mentre
/ 2zy
’y =

72 — o2

¢ una equazione differenziale omogenea; sostituiamo pertanto y = uzr e vy = u + xu/,

T P du  u+u?
utau = 55 T—=—7
2(1—wu?) “dr 1-—u?

integrando con il metodo delle variabili separabili si ha

/dm /1—u
u+ u3

calcoliamo l'integrale al secondo membro

1—u? 14 3u? — 4u? 1+ 3u? 4 2u
utuws u + ud u + ud 2/ 1+ u?

ln’u+u3‘—21n‘1+u2‘:1n 4
14+ u?
Ritornando all’equazione differenziale, avremo
u
1 =In|l——|+InC
nlz| =1In 52 +1In
da cui
o (1+u?)
u

e sostituendo u = %, avremo, dopo qualche calcolo algebrico
2?4+ y? - Cy=0

un fascio di circonferenze di centro (0; %) e raggio variabile r = %
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Esercizio 93. Trovare l'integrale generale e particolare dell’equazione
4y'? — 92 =0

Soluzione. Risolviamo come un’equazione di 2° grado. Avremo

3
y' = j35\/5
le due soluzioni saranno
y=3vT Y =-3Va
risolvendo con il metodo delle variabili separabili si ha
Jady=3[vae [dy=35—[Vz
le soluzioni saranno pertanto

zr—y+C=0 a/z+y—C=0

moltiplicando avremo
23 = y? 4+ 20y + C?

da cui
2= (y+C)°

troviamo la soluzione particolare derivando rispetto a C
0=2(y+0C) C=—y

quindi non abbiamo integrale singolare.

Esercizio 94. Trovare I'integrale generale dell’equazione yy'? — (zy + 1)y + 2 =0

Soluzione. Risolviamo come un’equazione di 2° grado. Avremo

) ($y+1)i\/($y+1)2—4$y: (xy +1) & (2y — 1)
Y 2y 2y

avremo quindi due soluzioni del tipo
y/ - y/ — %
Risolviamo le due equazioni con il metodo delle variabili separabili

2 2

Y
= 4C A C
Y 2—1— 5 x +

oppure
2

2
z Y
— = C=0 - —=4+C=0
5 y+ x 2+

moltiplichiamo e avremo la soluzione generale
22 2
— = C —=+C)|=0
5 Y+ T 5 +

Esercizio 95. Trovare 'integrale generale dell’equazione y = v/ 2eY

<
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Soluzione. Risolviamo introducendo la sostituzione 3’ = p; avremo y = p?eP; deriviamo ora rispetto a
xz con p= f(x)
d, d,
p= 2p£€p + erp£
dx dx

raccogliamo
dp (2pe? +p2) e =p
x

dividiamo entrambi i membri per p e separiamo le variabili

dp (2€P + pef) = dx

/2epdp+/pepdp: /da:

il secondo integrale a sinistra si puo risolvere per parti e avremo, scrivendo le soluzioni in forma
parametrica, mediante il parametro p

integrando

2¢P +pef —e? +C =

y = p°eP

Esercizio 96. Trovare 'integrale generale dell’equazione x = siny’ + Iny/

Soluzione. Risolviamo introducendo la sostituzione 3’ = p; avremo x = sin p + In p; deriviamo ora
rispetto a x con p = f ()

dp 1dp
1= et 4
COSpdw + bz
sostituiamo dx = %y e avremo
dp 1dp
1= it
cospd p+ pdyp

da cui
dy = (pcosp+1)dp

e integrando, utilizzando anche l'integrazione per parti

y =psinp — /Sinpdp—l—p+ C
scrivendo le soluzioni in forma parametrica, avremo
y=psinp+cosp+p+C

r=sinp+Inp

Emmmm912@+vgw—vgm:0

Soluzione. Moltiplichiamo tutto per \/g e avremo

da cui
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introduciamo la sostituzione y = uz e y = u + zu’ e otteniamo
/
u+zu =u—2vu

e separando le variabili e passando agli integrali
/ dz du
r ) 2yu

1n|m]+\/§=C
x

cioe

P ! g g

Esercizio 98. y' = > + tan 3

Soluzione. introduciamo la sostituzione y = ux e ¥’ = u + xu’ e otteniamo
u+zu =u+tanu

separando le variabili e passando agli integrali

d d d S
[ =l %=/ @udu
cioe
In siny):lnc+ln|x|
x

che si puo riscrivere
y = zarcsin (Cz)

Esercizio 99. 2dx + \/%dy - \/gdg: =0

Soluzione. Moltiplichiamo entrambi i membri per \/g e otterremo

2\/§dx+dy—ydﬂc:0
T T
2\/§+y/—y20
T T
y,:y_2\/§
T T

w4 azu = —2v/u

dividiamo tutto per dx
ca cui

Poniamo y = uz e ¥ = u + xu’ e avremo

cioe, passando poi agli integrali
de 1 [ du

3] Ja
risolvendo

In|z| = —Vu+C
ln|x]+\/§:(7
x
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Esercizio 100. yy’ + y? = cosx
Soluzione. Impostiamo la risoluzione ponendo y = uv e y' = v'v + uv’
wv (u'v +w') + u?v? = cosz

raccogliamo i termini contenenti la variabile v e avremo

, , COSZT
v(u +u) +uw =
uv
per ricavare u
!/
uw+u=0
cioe
&= _ [dr lnu=-z u=e®
u
I’equazione diventa
., COST
e =
ve T

separando le variabili e integrando si ha

—2xdv __ cosz _ fcosx w2 __ 2x
em e =L [oudy = [ L % = [cosxe dx

risolviamo l'integrale per parti

/cos re?®dx = sin xe®® — 2 / sin ze?*dr =

= sinxe?® — 2 [— cos ze%* + 2 / cos a:e%dx]

per cui

/cos re?*dr = sin re®® + 2cos re®* — 4 / cos ze**dx

cioe

s 2 2
sin xe“* + 2 cos xe
/cos xe?dr = 3 +C

avremo, tornando all’equazione differenziale,

2
v 1 9

2
5 = 5sinxe T4+ 5COS.T62I +C’

da cui

1
v = x\/5 (sinx + 2cosz) + Ce=2*

Essendo y = uw, avremo

1
y=e". ex\/5 (sinz + 2cosz) + Ce™2*

da cui

2

y? = — (sinx + 2cosz) + Ce 2"

| =

Esercizio 101. y% =—p +p2

44



Soluzione. l'equazione si puo riscrivere, separando le variabili come

dy — dp _  dp
y PP

-p p-1)

/?:/pgﬁﬂ

risolviamo l'integrale al secondo membro

e passando agli integrali

cioe
l=p(A+B)-A
dacii A+ B=0eA=—-1,equindi A=-1e B=1,esiha

d d
1n|y[:—/;+ }fpl:ln\p|+ln|p—1|+ln|C|

cioe
p—1

InCy=1In

e le soluzioni si possono scrivere
yp=C(p—1)

Esercizio 102. z%y'2 + 3zyy’ +2y%> =0

Soluzione. La derivata prima e presente anche con grado 2, e possiamo dapprima procedere come per
le equazioni di secondo grado in modo da scomporla nel prodotto di due fattori dove la derivata prima
sara solo di primo grado. Applichiamo quindi la formula risolutiva delle equazioni di secondo grado:

,  —3wy £/92%y% — 822y? 3xy Ly
4 22 22

avremo quindi

Y Y
/ — _27 / - _Z
h - Y2 T

risolviamo le due equazioni, cominciando dalla prima

B — v lyde— _dr oy 2lne=nC C =y

dx T

nel secondo caso

dx T T

moltiplicando le due soluzioni avremo

(a:Qy—C’> (xy—C) =0

Esercizio 103. eYdx + (ze¥ —2y)dy =0
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Soluzione. Abbiamo P (z,y) = ¢e¥ e Q (x,y) = xe¥ — 2y; osservo che si tratta di un differenziale totale
poiché %—]; =e¥ = %—g. Allora I’equazione ha la forma dU = 0. Si ha

%—g:ey %—g:xex—Qy
d’onde
U=/eydw+¢(y)=$6y+w(y)
e

(?9;] = ze” + ¢ (y)

e confrontando avremo
ze¥ + ¢’ (y) = ze® — 2y

da cui
o y)=-2y o =-y*+C

la soluzione sara
C = ze¥ — o>

Esercizio 104. ' = Y (1 +Iny —Inx)

Soluzione. Ricordando le proprieta dei logaritmo, possiamo riscrivere ’equazione

y/:y<1+lny>
x x

e poniamo y = uz e ¥ = u + xu’, avremo
/
u+zu =u(l+Inu)
cioe
du
Pt
dr

e separando le variabili e passando agli integrali
[le e L
z Julnu J u Inu

lnx:/d(lnu) =1In(lnwu)

=ulnu

ma %“ = d(Inw), e si ottiene

Inu
da cui
r=Inu+C
ma u = ¥, per cui
=2 +C
x
che si puo anche mettere nelle forma
y=xe ¢

Esercizio 105. xdy — ydx = y%dx
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Soluzione. riscriviamo, raccogliendo i termini contenenti dx
xdy =y (y+1)dx

e separiamo le variabili, passando agli integrali

[rwn=1%

risolviamo l’integrale a primo membro scomponendo la frazione nella somma di due frazioni con
denominatore di primo grado

1 A N B
yly+1) y y+1
da cui, moltiplicando per il denominatore comune e confrontando i termini di pari grado, si ottiene

A =1e B = —1; la nostra equazione diviene pertanto
dy
Inx = / / 9] +InC
y+1- |y+H
cioe
_ Gy
Cy+1
0
x
T+ — =
Yy

Esercizio 106. tan:cgy yr =a

Soluzione. separiamo le variabili

dy  dw
a+ty ~ tanz

/ dy _/ /cosx
a+y_ tanx_ sin x

ma cosz ¢ la derivata di sinx, per cui avremo,

e passando agli integrali

Inla+y|=Inlsinz|+InC

da cui
y=Csinx —a

Esercizio 107. zyy'? — (2> + 4?) ¥ + 2y = 0

Soluzione. La derivata prima € presenta anche elevata al quadrata, e I’equazione puo essere affrontata
preliminarmente come un’equazione di secondo grado nella variabile y'. Risolvendo

. (zz + y2) + \/$4 + 2$2y2 + y4 — 4$2y2 B (:UQ + y2) + (1,2 _ yz)
y= 2a:y - Qxy

le soluzioni sono y
Yy = Z Yo = ;

risolviamo ora le due equazioni differenziali separatamente, iniziando dalla prima
d
=5 Jydy=Jade 3p° =322+ C" P-4+ C=0

ora la seconda

moltiplicando le due soluzioni, si ottiene

<y2—x2+0)(y—0x):0

47



Esercizio 108. (322 + 2zy — y?) dz + (2% — 22y — 3y*) dy = 0
Soluzione. anche questo ¢ un differenziale esatto, per cui
P (z,y) = 322 + 22y — y—a—U Q (z,y) = 22 — 2zy — 3y? —8U

risolvendo
U:/(3x2+2my—y2> dx + ¢ (y) :x3+$2y—xy2+g0(y)

derivando poi rispetto a y e confrontando, si ha

a—y:—2xy+x2+g0/(y):az2—2azy—3y2

da cui
¢ (y)=-3y> ) =-y+C
la soluzione sara
B4y —x -y =C

Esercizio 109. 2ypdp = 3p? + 4y?

Soluzione. dividiamo per 32 e avremo

d 2
PP _ 3l 1y
ydy y?

poniamo p = uy e p’ = u + yu’
2u(u+yu') =3u? +4 2u® +2uyu’ =3u? +4 2uyu’ =u®+4

separiamo le variabili e passiamo agli integrali
5=
u? + 4

ImCy=In(u*+4) Cy=u®>+4

che da

da cui, ritornando alle variabili iniziali

Cy3 = p2 + 4y2

1
Esercizio 110. y = vt con y =0 per x = 1.

Soluzione. riscriviamo

1
y/ — g + =
x
e poniamo y = uzx e y' = u + xu’
u+aou =u+t du 1
N Todr a2
passando agli integrali e risolvendo, si ha
dx 1

1
cio¢ y = Cx — 1; introducendo le condizioni fissate si ottiene
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Esercizio 111. ¢ Yy’ =1 cony =1 per z = 1.

Soluzione. applicando le proprieta delle potenze possiamo scrivere

er
e’ T
separando le variabili e passando agli integrali
dx dy -
R — < - — -y —_e Tt — _p7Y
fe“’ o JePdr = [e Ydy —e e v+ C

1:

imponendo le condizioni si ha e~ el 4+ C, da cui C = 0 e la soluzione &

r=1Y

Esercizio 112. ¢y — 2y + 2> =0 con y = % per x = 0.

Soluzione. introduciamo la sostituzione y = uv e y' = v/v + uv’ e otteniamo
uw'v 4+ uv’ — 2uv + 22 =0

raccogliamo i termini contenenti la variabile v
v (v —2u) +uw’ + 22 =0

ricaviamo u’

I’equazione diviene
e2l‘vl + 332 — O

2
—/dv:/:%dx

risolviamo l'integrale al secondo membro per parti

e risolvendo separando le variabili

1 1 1
/x2e*2xdx = —ixQe*h + 5/2$672xd1‘ = —§$2672x + /aﬁe*%dx =

1 1 1 1 1 1
= _§x2e—2x — §x6_2x + 3 /e_Qxdac = —§x26_2x — 5336_236 — 16_2“3 +C

pertanto

y=uv=e. e H <2I2 +42I * 1) + Ce**

applicando la condizioni assegnate si ha
1_1 _
e la soluzione particolare sara

2742z +1

y 1

Esercizio 113. y' — 2y + 2% = 0 con y = § per z = 0.
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Soluzione. introduciamo la sostituzione y = uv e 3y’ = v/v + uv’ e otteniamo
1 / 2
wv+uw —2uv+2° =0
raccogliamo i termini contenenti la variabile v
/ /
v (v —2u) +u' +2* =0

ricaviamo u’

du __ _ 2z
W —2u=0 2u—d£L' u=-=e

I’equazione diviene

ey + 22 =0

/dv—/—dm

risolviamo l'integrale al secondo membro per parti

e risolvendo separando le variabili

/x2e*2xdw = ——gle % 4 /2(136 Ay = ——gPe” —i—/a;e*%dm =
1 1 1 1 1 1
_ _51:26—% B 5956_2‘” -, /6—2md$ _ _§x26—2m B ixe—zx B 16—21 s
pertanto
y=uv=e**. e <2x2 +42x i 1) + Ce*®

applicando la condizioni assegnate si ha
1 1

e la soluzione particolare sara
_ 222+ 22 + 1

Esercizio 114. 3y +y = 2z con y = —1 per x = 0.

Soluzione. introduciamo la sostituzione y = uv e ¥y’ = v/v + uv’ e otteniamo
v+ uw +uv =2z

raccogliamo i termini contenenti la variabile v
v (v +u) +u =2z

ricaviamo u’

v +u=0 %“:—da: u=e"*
I’equazione diviene
_ . dv
T— =2
dx

e risolvendo separando le variabili

risolviamo l’integrale al secondo membro per parti

v = /Qxexdx = 2ze” — 2/6xd£€ = 2ze” — 2e* 4+ C
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pertanto
y=w=-¢e *(2ee" —2¢"+C)=2x -2+ Ce™ "

applicando la condizioni assegnate si ha
—1=-24C C=1

e la soluzione particolare sara
y=2r—2+e¢"*

Esercizio 115. zy’ =y con y = 1 per v = 1.
Soluzione. riscriviamo nella forma

_Yy
y =2
x

e introduciamo la sostituzione y = ux e ¢y = u + zu'; equazione diviene
I _ du __ —
utzu =u 3 =0 u=C
cioe

u=C £=C y=Cx

xT

applichiamo la condizione

Esercizio 116. ¢/ cotz +y =2 con y = 2 per z = 0.

Soluzione. riscriviamo

dy

—cotx =2 —

dx Y
e separiamo le variabili, passando poi agli integrali

dy __ d dy in zd
o=l — =1
da cui
—In|ly—2| = —InC|cosz|

cioe

y=2-—Ccoszx

introduciamo i valori assegnati per ottenere la soluzione particolare
y—2=C C=0

cioe y = 2.

. . / _ _1 _
Esercizio 117. ' +y = cosx con y = 5 per x = 0.
Soluzione. Introduciamo la sostituzione y = uv, vy = uv’ + v'v e avremo
/ !/
uv + UV + Uv = Ccosx
raccogliamo i termini contenenti v, e avremo v (v’ + u) + uv’ = cos x; ricaviamo u

v 4+u=0 C%“:fd:v u=e*
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si avra

—x,, _ dv _ _x _ T
e "' =cosz g =e"cosz [dv= [e”coswdx

risolviamo l'integrale a secondo membro per parti
/ez cosxdx = e® cosx + /el’ sinzdr = e cosx + eFsinx — /ea’ cos zdx

quindi

2/69” coszdr = e*cosx +e*sinz + C
ora, y = uv, per cui

. —(sinz+cosz)+Ce = ——+Ce”

er sinx 4 cosx
= e _—
4 2 2

ricaviamo la soluzione particolare

+C = C=0

N[
N[

e la soluzione e .
sinx + cosx

2

Equazioni differenziali di ordine superiore

Esercizio 118. Determina l'integrale generale dell’equazione: y” + 2y’ — 3y = 0.

Soluzione. Risolviamo introducendo ’equazione caratteristica:
wW+2u—3=0 u=—-1£/1+3 wy=-3 22=1

essendo A > 0, la soluzione

y=cre + coe”

Esercizio 119. Determina l'integrale generale dell’equazione: y” + 2y’ + 4y = 0.

Soluzione. Risolviamo introducendo ’equazione caratteristica:
wW+2u+4=0 u=—-1+/1-4 wo=-1+3i

essendo A < 0, la soluzione
y=e " (01 cos V/3z + ¢y sin \/§33)

Esercizio 120. Determina l'integrale generale dell’equazione: y” — 6y’ + 9y = 0.

Soluzione. Risolviamo introducendo ’equazione caratteristica:
u?—6u+94=0 u=34+v/9-9 wujo=3

essendo A = 0, la soluzione
y = €3 (¢1 + o)

Esercizio 121. Determina 'integrale generale dell’equazione: y” + v’ = 10.
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Soluzione. Equazione non omogenea. Troviamo prima l’'integrale generale della omogenea associata
yw + y/ — 0
Risolviamo introducendo ’equazione caratteristica:
w+1=0 u==i

essendo A > 0, la soluzione
y=cie " +c

cerchiamo ora un integrale particolare che sara di forma polinomiale
g(x)=Ax2+Br+C ¢ (z) =24+ B g"(z) =24

sostituendo avremo
2A+2Ax+ B =10
cioe
A=0 B=10

la soluzione completa sara
y=cie ¥ +co+ 10z

La soluzione di queste equazioni passa soprattutto nell’abbassamento del loro ordine mediante una

sostituzione del tipo iy = p ey’ = chZ qualora nell’equazione compaia la sola variabile y. Vi sono
anche equazione a soluzione immediata come nell’esercizio che segue:

1
Esercizio 122. y” = —.

Soluzione. y =ln|z|+ Ci, ey =z In|z| — z + Crz + Co
1

Esercizio 123. y” = _27;1/3

Soluzione. poniamo 3’ =pey” = p%’ da cui

b1
Pay = "2
e separando le variabili
dy 1 4
dp = ——% = —=y °d
pdp =3 3 5y dy

passando agli integrali

2
[pdp=—5 [ydy 5 =—5 [y *dy p* =45 +C

risolviamo il primo fattore

da cui

dy 1 [1+2C1y?
dr /2

Y g (dr x 2C1y
INwsert =17 =) paey®

1
= V14 2Cy?+C
V20, e

da cui
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Esercizio 124. 2%y” +zy’ =1
Soluzione. Introduciamo la sostituzione 3’ = p e avremo
x2p' +zp=1
introduciamo una nuova sostituzione: p = uv e quindi p’ = v/v + uv’; otterremo
2% (u'v +wv') +uvr = 1

cioe
/ /
22u'v + 22’ + wor = 1

raccogliendo i termini contenenti v e ponendo uguale a zero, abbiamo
v (220 + ur) + 22w’ =1
20 +uxr =0
e separando le variabili e passando agli integrali

d7u u  du dzx

dz  z uw =z =z
sostituendo nell’equazione z?uv’ = 1
' =1
da cui
v=1Inz+ C}

ma essendo p = uv, e p = %

d 1 C

7y —1n x + 71

dr =« T
ossia | o

y=/[ de +/ —1dx = [Inz (dlnz)+ CyIn|z| + Co

da cui

1
= §|lnx| + Ciln|z| + Oy

Esercizio 125. yy”’ = y2y’ + y/2

Soluzione. Introduciamo la sostituzione y' = p e y” = p%; I’equazione infatti non contiene termini in
x

dp
o = y*p + p?
Yy
dividendo per py
dp
+ —
dy Yy

e introducendo la nuova sostituzione p = uy, p’ = u + yu’, avremo
u+yu =y+u
dacuiv/ =leu=y+Cq, p=y?+Ciy; map——, per cui

dy dy
— 24 C /i dr 1= [—Y
dx =y +Cuy 24+ C Jdo fy(y+01)
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risolviamo questo integrale

é+ B B 1
y yly+C) yly+Ch)
da cui Ay + ACy + By =1, che da
1 1
A=— B=—-——
o C1
e quindi
1 dy 1/ dy 1 1
=— | 2 - = =1 — — In|Ci+y|+C -2
v 01/?/ i) y+C1 Oy nlyl Cln|l vl
ossia, ]
Yy
=_—1 C
v Cln01+y‘+ ?

Esercizio 126. yy” —y' (14+¢') =0

Soluzione. Introduciamo la sostituzione y' = p e y” = p%; I’equazione infatti non contiene termini in
x

dp
yp@—p(1+p)=0
dividendo per py
d 1
dp 1 p_,
dy y y

e introducendo la nuova sostituzione p = uy, p’ = u + yu’, avremo

1
utyu — = —u=0
Y

da cui u’:y% eu:—%—l—Cl, per cui p=—1+ Ciy; ma p = %,percui
dy dy
dx 1y r C1y— 1
ossia
r=In[Cry — 1]+ Cy
Esercizio 127. y” = _r

/

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y =p e y” = p';

x
p=—-
p
ossia
dp
Pae =
e separando le variabili e passando agli integrali

—X

pdp = —xdx [ pdp = — [ zdx

da cui
2

%:—%-FC() p=+VC1 — 22
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d,
ma p = 3¢

@:ivC’l—x?

dr
da cui

dy = +/C1 — 2?dx y== [C) — x?dx

risolviamo l'integrale con la sostituzione x = /C1sint, e dx = /C1 cos tdt,

Yy = :t/\/C’l (1 —sin? t) costdt = :l:\/C'l/cos2 tdt

e applicando le formule di bisezione
1 2t 1 1 t 1
y =+ / Jrc%dt — /0 (2 /dt +3 /cos 2tdt> = +/0 (2 + ;sin 2t> Oy

ma t = arcsin —=—
v C1

y =+vC (; arcsin\/% + Cil\/C’l - :1:2) + Oy

/

Esercizio 128. zy” =y’ In L
x

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y =p e y” = p';

xp’ :plnB
x
e dividendo per x
;) P, D
p ==In=
x

. . S o _ ;L ,
questa equazione, abbassata di grado, si puo risolvere ponendo = =wu e p’' = u + zu

d d d
u+zu =ulnu azﬁzu(lnu—l) ?w:u(lTu—l)
passando agli integrali
du d(Inw)
nlal /u(lnu—l) /(lnu—l) n(lnu—1)+nC
da cui
z=Cilnu—Cy
ma u = 2
r=ClnfL-C 24+C,=CiIn? Cll—i—l:lng
cioe .
JEH_P

ma p = %, per cui, separando le variabile e passando agli integrali
Yy = / zeCidx

y=Creti ™ (z = Cy) + Oy

e integrando per parti
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Esercizio 129. Trovare la soluzione particolare di (1 + x2) y” — 22y’ = 0 con y = 0, 3’ = 3 per z = 0.

Soluzione. Introduciamo la sostituzione y' = p e y” = p;

2

=0
:c2+1p

(1+2%)p —22p=0 p —
questa € un’equazione differenziale omogenea di primo grado
2x
p=Cret T o) 2 (a2 +1)

map:y’:%,per cui
d

e quindi

25
y=0Cq g—i-ac + Cy

troviamo il valore di C1, imponendo la condizione assegnata

3=0C4
troviamo ora C
3
cioe
Co=0
e la soluzione particolare ¢
y =+ 3z

Esercizio 130. Trovare la soluzione particolare di 1 + y/2 =2yy"=0cony=1,y =1perz=1.

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y = p e y” = p%’ (non compare il termine z);

1+ p2 dp
P dy

dp
14p? = 20p g,

separando le variabili e passando agli integrali
L [dy 1 2p
-2 1 d
2/ y “el i

Inlyl=In[14+p*+hC y=Cr(l+p?)

da cui

ma p = ¢/, e quindi
y:Cl-i-Clylg leZi—l
Ch
risolviamo rispetto a 3’

y—C1 dy 1
Y_ 4 - =T
C,  dr oYY

passando agli integrali e risolvendo
v C1 / 7dy =+ / dz
Vy—Ch
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cioe

2vCiIVy —C1 = x4+ Cy

1:i,/1gcl VOl = V1= CI:%
1

I
22 l-g=#1+C 1=1+C =0

trovo Cy

trovo Cy

e la soluzione particolare ¢

Esercizio 131. Trovare la soluzione particolare di yy” + yl2 = y/3 cony=1,3y =1perxz=0.
Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y = p e y” = p% (non compare il termine z);

dp 4 5 dp p’—p?

yp— =p° —p =
dy dy yp

separando le variabili e passando agli integrali

dy / P dp
= = dp In =
/y L |y fp2_p

risolviamo l'integrale sostituendo alla frazione la somma di due frazioni con numeratore da individuare

A B 1

+ =
p p—1 pp-1)

moltiplicando e confrontando i termini di pari grado
Ap—A+Bp=1 p(A+B)—A=1=

da cui A=—-1e B =1, per cui

_ pdp dp o=t
1n|y’—f?+fﬁ 1n01’y|—1n‘*‘

p
cioe '
_p—1 _y-
cio¢
,_dy 1
4 Cde 1-Chy

da cui, separando le variabili

C
x:y—§y2+02

trovo C;
trovo Cy

e la soluzione particolare ¢
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Esercizio 132. Trovare la soluzione particolare di y”y> =1 cony =1,y =1 per z = %

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y = p e y” = p%’ (non compare il termine z);

dpg_ dp_l
p?y_
Yy

Pay = y3

separando le variabili e passando agli integrali
/ pdp = / y~’dy

1
pT=—-——=+2C,
Y

da cui
cioe

ma p = %, per cui, separando le variabili

1 2C1ydy

ydy
dr = :t/ ==
./ V2C1y? -1 201 ) 2C1y? -1
ma D {\/2C’1y2 — 1} = %, per cui

1
=+—/2C1y%2 -1+ C
z 50, 1Y + C2

trovo Cy
1=%+y2C; -1 Ci =1
trovo Cy

L1/ 140 Go=1

e la soluzione particolare ¢
22 — 422 =1

Esercizio 133. Trovare la soluzione particolare di yy” +y2=1cony =1,y =1 per z = 0.

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ' =p e y” = p% (non compare il termine z);

dp dp
yp— +p* =1 yp— =1—p?
dy dy

separando le variabili e passando agli integrali

pdp 1 —2pdp/dy
1—p* 2/ 1-p? y
da cui
ln‘l—pQ‘:lnj;
cioe
pP=1-Cuy™
€

p==

VY2 —Ch
)
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ma p = %, per cui, separando le variabili

/dm:i/ydy
Vyr—C1

ma D {\/gﬂ — Cl} = \/y;’_T, per cui
xr = :I:\/y2 —C1+Cy

1=%+y/1-C; C1 =0

trovo Cy
trovo Cy

0=0Cy—1 Cy=1

e la soluzione particolare ¢
r=y+1

Esercizio 134. Trovare la soluzione particolare di y” + y/2 +y'(y—1)=0cony=2,9y =2perz=0.

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ¢y = p e y” = pg—z (non compare il termine z);

dp 2 dp
——p°+ -1)=0 ——p=—(y—1
P, P ply—1) gy P (y—1)
questa € un’equazione di Bernoulli con o = 1; introduciamo pertanto la sostituzione p = uv e

p=u'v+uv
Wv+vv—uww—-14+y=0

ricaviamo u raccogliendo i termini contenenti v
/ /
v —u)+u —14+y=0
da cui
v—u=0 u=-¢eY

e sostituendo
e +y—1=0
cioe

r_dv _ 1-y _ 1—y =
V=g ="a v= [Gdy =ye?

pertanto
p=uw=¢(ye V) =y+C

ma p = %, per cui, separando le variabili

dx = yiycl r=In(y+Cy)+ Cy

trovo Cy
2=2+C} Ci1=0

trovo Cy
0=In2+Cy Cy=—1In2

e la soluzione particolare ¢
:):zlny—anzln%
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da cui

Esercizio 135. Trovare la soluzione particolare di y? + y/2 —2yy”=0cony=1,y =1 per xz=0.

Soluzione. Introduciamo la sostituzione ' =p e y” = p% (non compare il termine z);

dp
v +pt = 2yp - =0
y

introduciamo pertanto la sostituzione p = uv e p’ = v'v + v'v
y? + u*v? — 2yuv (u'v + u'v) =0
svolgendo e raccogliendo i termini contenenti v
v? <u2 — 2yuu’) + +y% — 2y’ =0

da cui, ricavando u

2yun = u? Qy% =u

separando le variabili
In |u| = %ln|y| u=./y
ora sostituendo questo valore di u, abbiamo

Y2 —2p%00 =0 w' =3 v=y

per cui

p=uw=\y-\y p=y+C

ma p = %, per cui, separando le variabili

da::yfrlycl z=Inly+ Ci|+ Cy

trovo Cy
1=14+C4 Ci=0

trovo Cy
O=Inl1+Cy Cy=0

e la soluzione particolare ¢
r=Iny
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Equazioni differenziali lineari

o o . . . /
Esercizio 136. Trovare la soluzione particolare di zy” +vy = x2
. . . N ’ . . . .
Soluzione. L’equazione omogenea associata ¢ xy” 4+ y = 0; risolviamo tale equazione sostituendo
y =x ey’ =p'; avremo
/ d d d
o +p=0 e =-p [F=-[F

da cui

C1

ln|x|:1n‘% p="t

map:%percui
y=Cilnzx + Cy

La soluzione generale dell’equazione omogenea di tipo y(™ + P; (x) y- 4 4+ P, (x)y =0hala
forma y = Ciy1 + Coya + ... + Cryn

La soluzione generale di un’equazione lineare non omogenea (come in questo esercizio) ha la forma
y = yo + Y, dove yo ¢ la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y & la soluzione particolare
dell’equazione non omogenea.

Se € noto un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea, la soluzione generale
dell’equazione non omogenea corrispondente puo essere trovata dalla formula y = C; (z) y1 + Ca () y2 +
... + Cy () yp, dove le funzioni C; (z) sono definite dal sistema di equazioni

Cy @)y +Chy(@)y2 + ...+ C, (x)yrb =

Cy () gy + Co () Yo + oo + Cly () 4

@)y Y+ @)y L+ Y @)y, = f

Il
oo o

—~
8
~

(metodo delle costanti arbitrarie).
Applichiamo il metodo sopra indicato, dove y; = Inx e yo» = 1; inoltre, ’equazione data si puo
riscrivere come

Ci(x)lnz+Cy(z)-1 = 0
Ci(x)%—l—Cé(x)-O = x

risolvendo si ha

Cy(zr) = —2lnx
pertanto
Cy (x) = [xPde = %3+A Cy(z) = — [2?Inzdr = —“g—glnx+§+B
con A e B costanti arbitrarie. La soluzione sara
3

IE3 333 $3 X
y=Ci(x)y1 +Ca(x)y2 = §+A Inx + —glnx+§+B :§+Alnx+B

. . . . . !
Esercizio 137. Trovare la soluzione particolare di zy” — zy = 322
. . . N\ / . . .
Soluzione. L’equazione omogenea associata € xy” — xy = 0; risolviamo tale equazione
y =y y=Ci+Cse"

per cui y; = C1 -1 e yo = Cae”

La soluzione sara della forma y = C (z) - 1 + Cs (z) €”; e I'equazione data si puod scrivere come
y77 _ y/ — 3.’,17

Applicando ancora il metodo delle costanti arbitrarie, avremo
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risolvendo si ha

Cy(x) = 3ze™

pertanto
Ci (z) :—f?)a:dx:—%—i-fl Cy(z) =3 [ze"de=—(x+1)e "+ B

con A e B costanti arbitrarie. La soluzione sara

32
y:—%—l—A—(x—i—l)e_x—i—Bex:

Equazioni differenziali lineari del secondo ordine a coefficienti costanti
Esercizio 138. Trovare la soluzione generale dell’equazione 2y” — v/ — y = 4xe’®

Soluzione. Questa equazione ¢ del tipo y” + 3y +y = f (z). La sua soluzione generale pud essere
scritta come y = yo + Y dove yp € la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y una soluzione
particolare dell’equazione completa.

L’equazione con secondo membro nullo ¢ 2y” —y —y = 0 e la sua equazione caratteristica &
2k% —k —1 =0, le cui soluzioni sono kg = —% ek =1.

In questo caso la funzione f (x) che caratterizza il secondo membro ha la forma di e** P, (z) dove
P, (z) ¢ un polinomio di grado n. Nel nostro caso a = 2 e n = 1. La soluzione generale dell’equazione
omogenea ¢ quindi del tipo y = C1eF1* + Cye?2%, essendo (ki # ko) € R e quindi

yo = Cre” + Coe™ 2

Le caratteristiche evidenziate della funzione al secondo membro, consentono di esprimere la soluzione
particolare nella forma
Y = e** (Az + B)

Deriviamo due volte
Y’ = 2e2* (Ax + B) + Ae?® Y7 = 4e?* (Ax + B) + 2Ae** + 2Ae**

sostituiamo le derivate nell’equazione data e confrontiamo i termini in = con lo stesso grado e dividendo
poi il tutto per e?* avremo
5Ax +T7TA+5B =4z

da cui
5A=4 TA+5B=0

avremo
_ 4 _ 28
A=z B=

e la soluzione sara

« 4 28
y=Che® 4+ Coe™ 2 +* (537 — 25)

Esercizio 139. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 21y + y = ze®
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Soluzione. Questa equazione ¢ ancora del tipo y”+v'+y = f (z). La sua soluzione generale puo essere
scritta come y = yp + Y dove yg € la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y una soluzione
particolare dell’equazione completa.

L’equazione omogenea ¢ y — 2y’ +y = 0 e la sua equazione caratteristica & k2 — 2k + 1 = 0, che
essendo il quadrato di un binomio, ammette due radici uguali K1 = ko = 1.

La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto, del tipo yo = e* (Cy + Cax)

In questo caso la funzione f (z) che caratterizza il secondo membro ha la forma di e** P, (z) dove
P, (z) & un polinomio di grado n. Nel nostro caso a = 1 e n = 1. La soluzione particolare Y, questa volta,
avendo 'equazione caratteristica una radice doppia, sara del tipo y = 2"e%*Q,, (z) = 2%¢® (Az + B),
dove r = 2, indica 'ordine della radice

Deriviamo due volte

Y’ = 2z€” (Az + B) + 2%€” (Az + B) + Az?e”

Y = 4ze” (Az + B) + 2%e® (Azx + B) + 2¢” (Az + B) + 24z%e® + 4xe”

sostituiamo le derivate nell’equazione data e confrontiamo i termini in = con lo stesso grado e dividendo
poi il tutto per e?* avremo
6Ar +4B ==z

da cui

A= B=0

1
6
e la soluzione sara 1

y=¢"(C1+ Cax) + 6:1:36‘”

Esercizio 140. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” +y = zsinx

Soluzione. Questa equazione & ancora del tipo y”+v'+y = f (). La sua soluzione generale puo essere
scritta come y = yp + Y dove yg € la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y una soluzione
particolare dell’equazione completa.

L’equazione omogenea ¢ y +y = 0 e la sua equazione caratteristica & k2 + 1 = 0, che ammette solo
radici complesse K = £1 (Un numero complesso puo essere rappresentato da k = o £ if3, nel nostro
casoquindia=0e =1

La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto, del tipo yo = e** (C cos fx + Cy sin fx)

f(z) = xsinz, cioe della forma e [P, (x) cosbzx + Qp, () sin bzx]. Nel nostro caso a = 0e b = 1,
P,(x)=0e Qn(z) =z, quindia =0,b=1, r =1 e la soluzione particolar & del tipo

Y =2 [(Az + B) cosz + (Cx + D) sin ]
Deriviamo due volte
Y’ = 2Axcosx — Az’ sinx + Bceosz — Bxsinz + 2Cxsinz + Cx? cosz + Dsinx + Dz cosz

Y? = —Ax? cosz—Ca? sin z—4Ax sin z — Bz cos x+4Cx cos z+2A cos  — 2B sin 2 +2D cos z — Dx sin ©

sostituiamo le derivate nell’equazione data
—4Azxsinx + 4Cxcosx + 2Acosx — 2Bsinx 4+ 2D cosx = xsinx
e confrontando i termini in x cosx, z sinx, cos z,sinx , avremo
A=-1 B=0 D=1 B=0

e la soluzione sara

2

1 1
y=Crcosx + Cosine — ZZ‘ cosx—i—zxsin:c
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Esercizio 141. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 5y + 6y = 0

Soluzione. Questa equazione ¢ omogenea e la sua equazione caratteristica ¢ k2 — 5k + 6 = 0, che
ammette le radici k1 =2 e ko = 3
La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto, del tipo yg = C1e"% + Caye*2%per cui

y = C1e** + Cpe®®

Esercizio 142. Trovare la soluzione generale dell’equazione 3” — 2 + 2y = 0

Soluzione. Questa equazione & omogenea e la sua equazione caratteristica ¢ k2 — 2k + 2 = 0, che
ammette radici complesse k1 =1 —ieko =144, percuia=1e =1
La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto, del tipo e (C cos fx + Cy sin Sx) per cui

y=¢€"(Crcosx + Cysinz)

Esercizio 143. Trovare la soluzione generale dell’equazione

/_
y”y:?)
Y

Soluzione. Questa equazione si puo riscrivere come
/
3y -y +y=0

e risulta quindi omogenea; la sua equazione caratteristica ¢ 3k?> — k + 1 = 0, che ammette radici

complesse

_1=y/11 _1+V/11
k == k2—+T

percuia:%eﬁ:—vgl

La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto, del tipo e** (C} cos Sz 4+ Co sin fx) per cui

z V11 V11
y=es (Cl C0876 z + Cysin rE x)

Esercizio 144. Trovare la soluzione particolare dell’equazione y” — 5y’ + 4y = 0 quando per x = 0, si
hay=5ey =8

Soluzione. Questa equazione & omogenea; la sua equazione caratteristica & k> — 5k + 4 = 0, che
ammette le soluzioni
ki=1 ko=4

La soluzione dell’equazione omogenea €, pertanto,

y = C1e® + Coe™®
calcoliamo la derivata prima di tale soluzione

y = Cre® + 4C5e*™

per cui

Ci1+0Cy=5 Ci =4
C1+4Cy =38 Cy=1

e la soluzione particolare ¢
y = 4e” 4 **
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Esercizio 145. Trovare la soluzione particolare dell’equazione y” + 4y = 0 quando per x = 0, si ha
y=0ey =2

Soluzione. Questa equazione & omogenea; la sua equazione caratteristica ¢ k2 + 4 = 0, che ammette
come soluzioni k = +2i, (¢ =0e = 2)
La soluzione dell’equazione omogenea ¢, pertanto,

y = Cqcos2x + Cysin 2z
calcoliamo la derivata prima di tale soluzione
y' = —2C sin 22 + 2C5 cos 2x

per cui
Ci=0 Cy=1

e la soluzione particolare ¢
1y = sin 2z

Esercizio 146. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 4y = z2e%*
Soluzione. Questa equazione & ancora del tipo y”+v'+y = f (). La sua soluzione generale puo essere
scritta come y = yo + Y dove yg ¢ la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y una soluzione
particolare dell’equazione completa.

L’equazione omogenea ¢ y — 4y = 0 e la sua equazione caratteristica & k? — 4 = 0, che ammette le
due soluzioni k1 = —2 e ko =2

La soluzione dell’equazione omogenea &, pertanto, del tipo yg = Cre™ 2% + Cye?”

f (z) = 22e?*, cioe della forma x"e*®(Q,, (z). Nel nostro caso a = 2 e r = 1, e la soluzione particolar
¢ del tipo

Y = ze*® (sz + Bx + C)

Deriviamo due volte
Y =e* (Ax2 + Bz + C) + 2ze*® (AI'Q + Bx + C’) + ze?* (2Az + B)

Y7 = 2% (Az? + Bz + C) + €** (2Az + B) + 2¢** (Az? + Bx + C) + 4xe** (Az? + Bx + C)
+2ze?* (2Az + B) + €2* (2Ax + B) + 2xe** (2Ax + B) + 2Axe?®

sostituiamo le derivate nell’equazione data, dividendo tutto per e*®

4A2° + 4Bz 4+ 4C — 8Az? + +4Bx +2A + B + 2A = 2

cioe
—4Az2% + 8Bx + 4A + B + 40 = 22

da cui

A=—-3 B=0 C=

)

1
4

e la soluzione sara

2

y:ace%(— x° +

=

1
4
Esercizio 147. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 4y’ + 4y = sin 2z + €**
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Soluzione. Questa equazione ¢ del tipo y” + 4" +y = f1 () + f2 (z). La sua soluzione generale pud
essere scritta come y = yg + Y1 + Y2 dove yp ¢ la soluzione generale dell’equazione omogenea e Y1 + Y5
la soma delle soluzioni particolari dell’equazione completa.

L’equazione omogenea ¢ 3y — 4y’ + 4y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k? — 4k + 4 = 0, che
ammette la radice doppia k£ = 2.

La soluzione dell’equazione omogenea & yo = €% (C + Cax)

troviamo Y] per fi (z) = sinz, cioé della forma e® [P, (z) cos bz + Q. (x) sin bz]. Nel nostro caso
a=0eb=2 P,(x)=AeQn(x) =B, quindi Y1 = Acos2z + Bsin2z

troviamo ora Y3 per fa (7)e??; sard Yo = C22e?®; pertanto

Y =Y + Yy = Acos2x + Bsin 2z + Cz?e®®
Deriviamo due volte
Y’ = —2Asin 2z + 2B cos 2z + 2Cze** + 2Cz2%e*®

Y? = —4A cos 2z — 4B sin 2z + 2Ce** + 8Cze** + 4Cx%e*®

sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo
8Asin 2z — 8B cos 2z 4 2Ce** = sin 2z + **
e confrontando i termini in cos 2z, sin 2z, €2*, avremo

A=} B=0 C=3

e la soluzione sara

1 1
y = €% (O + Cyx) + g o8 2z + §LE262$

Esercizio 148. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 3/ +y = 2% +6

Soluzione. L’equazione omogenea & y — ' +y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k> —k+1 =0,
che ammette le due soluzioni complesse k| = 1_;7‘/5 e ky = 1L2\/§

La soluzione dell’equazione omogenea €, pertanto,

Y0 €2 <01 CoS \égx + Cysin ?m)

f (z) = 23 + 6, cioe della forma e%*Q,, () con a = 0. La soluzione particolare & del tipo
Y = Az® + B2 + Cx + D

Deriviamo due volte
Y' = 3422 + 2Bz + C

Y’ =6Ax +2B
sostituiamo le derivate nell’equazione data
Az3 + 22 (B-3A)+2(6A—2B+C)+2B+C+D=2+6
cioe
A=1 B-3A=0 6A-2B+C=0 2B+C+D=6

da cui
A=1 B=3 C=D=0

e la soluzione sara

z 3 3
y=e2 <Cl cos \gm + Cysin {x) + 23 4 322
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Esercizio 149. Trovare la soluzione particolare dell’equazione y” + 2y + y = e**

Soluzione. L’equazione caratteristica ¢ k% + 2k + 1 = 0, che ammette due soluzioni coincidenti
k12 =—1,
La soluzione dell’equazione omogenea €, pertanto,

yo =€ *(C1 + Cax)

ora f (r) = e** e quindi
Y = %P, (z) = Ae*®

calcoliamo la derivata prima e seconda
Y = 2A€2x yn — 4A62x
sostituisco nell’equazione data
9Ae* = %

da cui

e la soluzione ¢
Yy = e ” (Cl + CQJZ) + *623:

Esercizio 150. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” + ¢’ — 2y = 8sin 2z

Soluzione. L’equazione omogenea ¢ i+ — 2y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k? +k —2 =0,
che ammette le radici k1 = -2 e ky =1
La soluzione dell’equazione omogenea & yg = Cre™ 2% 4 Cye”
troviamo Y che sara della forma e [P, () cos bz + Q, (x) sin bz]. Nel nostro caso a =0 e b = 2,
P,(r)=AeQp(zr) =B, quindi Y = Acos 2z + Bsin2z
Deriviamo due volte
Y’ = —2Asin 2z + 2B cos 2x

Y”? = —4Acos2x — 4B sin 2z

sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo
(—2A — 6B)sin 2z 4+ (—6A + 2B) cos 2z = 8sin 2z
e confrontando i termini in cos 2z, sin 2z, avremo

A=-—

[}
&
Il
|
[Sxi[ep)

e la soluzione sara

2 6
y = Cre % 4 Che® — £ cos 2 — £ sin 2x

Esercizio 151. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 7y’ + 12y = —e**
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Soluzione. L’equazione omogenea ¢y —7y'+12y = 0 e la sua equazione caratteristica & k2 —7k+12 = 0,
che ammette le radici k&1 =3 e kg =4

La soluzione dell’equazione omogenea ¢ yo = C1e3* + Coel®

troviamo Y che sara della forma e P, (z). Nel nostro caso a = 4, P, (z) = Az, quindi Y = zAe*®
Deriviamo due volte

Y = Ae*® + 4Aze®
Y? = 4Ae* + 4Ae* + 16 Axe™®

sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo, dividendo tutto per e**

8A + 16Ax — TA — 28Ax 4+ 12Ax = —1

e confrontando i termini simili

A=-1

e la soluzione sara

y = C1e* + Cre™” — ze'”

Esercizio 152. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 2y’ + y = 2¢*

Soluzione. L’equazione omogenea ¢ y — 2y’ +y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k? —2k+1 = 0,
che ammette due radici coincidenti £ =1

La soluzione dell’equazione omogenea ¢ yy = e* (C1 + Cax)
una soluzione particolare sara Y = Ax2e®
Deriviamo due volte

Y’ = 2Axe® 4+ Az?e®
Y” = 24¢" + 4Aze® + Ax’e”
sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo, dividendo tutto per e*

2A + 4Ax + Ax? — 4Ax — 2A2° + Ax? =2

e confrontando i termini simili

A=1
e la soluzione sara

y = e® (O] + Cae®) 4 z%e”

Esercizio 153. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 2y’ — 8y = e* — 8 cos 2x

Soluzione. L’equazione omogenea ¢ 35” — 2y’ — 8y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k* —2k —8 = 0,
che ammette le radici k1 = -2 e ko =4

La soluzione dell’equazione omogenea & yy = Cre 2% + Cyel®

troviamo Y] per fi () = €%, cio¢ della forma Y; = Ae”
deriviamo due volte

Y] = Ae® Y] = Ae®
sostituendo e uguagliando a e®, avremo A =

1

~9
troviamo ora Y3 per fa (z) = —8cos2z; sara Yo = B cos 2z + C'sin 2x;
Deriviamo due volte

Y’ = —2Bsin 2z + 2C cos 2z
Y”?” = —4Bcos2x — 4C'sin 2x
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sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo

cos2x (—12B — 4C') + sin 2z (12C' + 4B) = —8cos 2z
e confrontando i termini in cos 2z, sin 2z, avremo

e la soluzione sara

y = 016721 + 026493 _

1
§ex + 500821' 4 —sin 2z

Esercizio 154. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — 2y’ + 5y = e* cos 2z
Soluzione. L’equazione omogenea ¢ 3” — 2y’ +5y = 0 e la sua equazione caratteristica & k* —2k+5 = 0,
che ammette le radici k1 =1 —2i e kg =1+ 2¢

La soluzione dell’equazione omogenea ¢ yo = €* (C} cos 2z + Cy sin 2x)

troviamo Y per f (z) = ecos2z¥, cioe Y = e” [Ax cos 2z + Bz sin 2z
deriviamo due volte

Y’ = e” [Az cos 2z + Bwsin 2z] + € [A cos 2z — 2Axz sin 22 + B sin 2x + 2Bx cos 2]

Y”? = €% [Ax cos2z + Brsin2z] 4 2e” [A cos 2z — 2Ax sin 2 + Bsin 2z + 2B cos 2z +
+e* [-4Asin 2z — 4Ax cos 2z + 4B cos 2z + 4Bx sin 2]
sostituendo e dividendo per e®, avremo

(4B) cos 2z + (—4A) sin 2z = cos 2z
dacuiB:%eA:O

e la soluzione sara

1
y = e* (Cy cos 2z + Cysin 2x) + —ze” sin 2z

Esercizio 155. Trovare la soluzione generale dell’equazione 3” + 3y’ = 2e* + 5x
Soluzione. L’equazione omogenea ¢ y” + 3’ = 0 e la sua equazione caratteristica & k? + k = 0, che
ammette le radici k1 = —1e ko =0

La soluzione dell’equazione omogenea & yg = Cre™* + Co

troviamo Y7 per fi (z) = 2¢”, cio¢ della forma Y, = Ae”
deriviamo due volte

Y] = Ae® Y] = Ae®
sostituendo e uguagliando a e*, avremo A = 1 e quindi Y7 = e*

troviamo ora Y3 per fo (z) = bz; sara Ya = z (Az + B);
Deriviamo due volte

Y'=24x+ B
Y” =24

sostituiamo le derivate nell’equazione data e otteniamo

2A+2Ax+ B =5z
e confrontando i termini simili, avremo

A=5 B=-5
con Yy = %:):2 — bx e la soluzione generale sara

5
yzcle_x+02+§x2—5x+ex
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Esercizio 156. Trovare la soluzione generale dell’equazione y” — y = 2x sinx

Soluzione. L’equazione omogenea ¢ y” —y = 0 e la sua equazione caratteristica ¢ k> — 1 = 0, che
ammette le radici k1 = —1e ko =1
La soluzione dell’equazione omogenea ¢ yg = C1e™* 4 Cae”
troviamo Y per f(x) = 2z sinz, della forma Y = (Ax + B)cosxz + (Cz + D) sinx
deriviamo due volte
Y'=(A+Cx+ D)cosz + (C — Ax — B)sinx

Y?=Ccosx — (A+ Cx+ D)sinz — Asinz + (C — Ax — B) cosx
sostituendo

(=2A —2D)sinz — 2Czsinz + (2C — 2B) cosz — 2Azx cosx = 2zrsinx

e uguagliando i termini con sinx,cosz,zsinz,zcosz, avrtemo A=0B=—-1,C=-1,D=0

y=Cre " + Ce” —cosx — rsinx

Esercizio 157. Due carichi uguali sono sospesi all’estremita di una molla. Trovare ’equazione del
moto descritto da uno di questi carichi se ’altro si stacca dalla molla.

Soluzione. Introduciamo le seguenti condizioni: allungamento della molla sotto I’azione di uno dei
carichi a riposo uguale ad a e massa del carico m. Se z e la coordinata del carico misurata lungo la
verticale a partire dalla posizione di equilibrio in presenza di un carico, si ha

d?x

mg
mﬁ:mg—j(az—i-a)

riscriviamo 1’equazione in una forma piu sintetica

d2a:_ g

— = T
dt? a
che possiamo riscrivere ancora con le notazioni finora utilizzate

” g
H+2r=0
T ()+ax

Equazione omogenea di tipo k% = —2, le cui soluzioni sono ky = —\/g e ko = \/g

(L’(t):CﬁCOS\/gt—FCQSiH\/?t
a a
dr _ iy /9 \ﬁ \/E /9
dt—:c(t)— 4 - sin at+C'2 , €08 at

se le condizioni iniziali sono zog =a e (d—x)o =g = 0, si ottiene C7 =a e Cy =0, si ha

dt
_ 9
T =acosy/ =T
a

La soluzione sara
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0.1. EQUAZIONI A COEFFICIENTI COSTANTI DI GRADO SUPERIORE AL SECONDO

0.1 Equazioni a coefficienti costanti di grado superiore al secondo

Esercizio 158. Trova la soluzione generale della seguente equazione yw — 13y  +12y' =0

Soluzione. L’equazione &€ omogenea e come per il caso delle equazioni di grado due
k(k*—13k+12k) =0 k1 =0 ko=1 kg=12

per cui la soluzione generale, sulla falsariga delle equazioni di secondo grado

y = O + Cae® + Cye!?®

Esercizio 159. Trovare la soluzione generale dell’equazione y!" — 2y/” +y =a3

Soluzione. L’equazione omogenea & ! V_2y""+y” = 0 e la sua equazione caratteristica & k* —2k3+k2 =
0, che ammette le radici doppie k12 =0e k34 =1

La soluzione dell’equazione omogenea ¢ yg = C7 + Cox + Cze® + Cyxe®

f(x) = 23 per cui YV ¢ della forma Y = 2? (423 + Ba? + Cz + D)

deriviamo quattro volte

Y' =5Az* + 4Ba® + 3C22 +2Dx Y” = 20423 + 12B22 + 6Cx + 2D

Y = 60Az2 + 24Bx + 6C  y'V = 120Ax + 24B

sostituendo e raggruppando secondo le potenze di z, si ha
2% (204) + 2% (—120A + 12B) + x (1204 — 48B + 6C) + (24B — 12C + 2D) = 2

e confrontando i termini simili, avremo A = 2—10 B = %, C =3, D =12 e la soluzione generale sara

y = Cy + Cox + C3e* + Cyze® + %mﬁ + %x‘* + 32°% + 1222
Esercizio 160. Calcolare gli integrali della seguente equazione differenziale
(1 + tanzy) tany - etan’y y/ — eV 75
Soluzione. L’equazione puo essere risolta con il metodo della variabili separabili
[(1 + tan? y) tany - etan’ y} dy = (e% . x_g) dx

da cui

/<1+tan2y) tany~etan2ydy:/(6%-x7%)daz

risolviamo il primo integrale sostituendo tany = ¢, per cui, essendo y = arctant, si ha dy = —dt e

1+¢2
I'integrale diviene
1 1 1
—/tet22tdt = f/eth () = 5"
2 2 2

sostituendo nuovamente, si ha
1
/ (1 + tan? y) tany - etaHdey = ietan% +C

risolviamo ora il secondo integrale
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0.1. EQUAZIONI A COEFFICIENTI COSTANTI DI GRADO SUPERIORE AL SECONDO

anche qui operiamo la sostituzione ¢/z = t da cui do = 3tdt?; 'integrale diviene
ot
/t—2-3t2dt:3/etdt: 3¢

/ (e% . x*%) dr = 3eV7 4 Cy
Confrontando i risultati dei due integrali, si ha
1

76tan2y _ 36%
2

da cui

passando al logaritmo naturale, si ha

cioe
1 2 3
lné—i-tany = In3+

tan’y = In6+ Vz
y = =arctan (In6+ z) +C

Esercizio 161. Risolvere la seguente equazione differenziale y' — z sin x (y2 —4y—5) =0

Soluzione. Equazione del primo ordine a variabili separabili.
N
(y*> — 4y = 5)

[T
2 -ay-5 ]

Calcoliamo l'integrale della funzione razionale al primo membro, dopo aver scomposto il denominatore

/ dy si ha 1 _ A . B
(y—5)(yl - 1) (y—=5) (i) y—-5 y+1

= g sin xdx

integrando entrambi i membri

da cui

1/ dy —1 dy-/a:sin:ndm
6) (y—5 6J y+1

risolviamo l'integrale al secondo membro per parti, osservando che sin zdx = d (— cos )

s —— | —— = —zcosx cos zdx
6 (y—5) 6J y+1
avremo
y—2>9 .
In =6 (—zcosz+sinx + C)
y+1

y—>5 _ eG(fxcostrsinx«#C)
y+1
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y—>5 1 eG(fxcosx+sinx+C) 1

y+1
_L — eG(—mcosaz—‘rsinx—i—C’) 1
y+1
da cui
—6 54 66(7xcosa:+sinx+0)

-1

y= eb(—zcosz+sinz+C) _ 1 T 1 — eb(—zcosaz+sinz+O)

Esercizio 162. Determinare gli integrali di 3/ + ycosz = %sin 2z

Soluzione. Equazione del tipo ¢ + P () y = Q (z). Risolviamo introducendo due funzioni, dipendenti
da z, tali che y = uv, e derivando si ha v’ = v/v + uv’. Sostituiamo nell’equazione data

/ / .
UV + UV + UV COST = SIN T COST

cioe
/ .
uv’ + v (u' +ucosz) = sinzcosz

imponiamo v’ + ucosx = 0, da cui otteniamo, separando le variabili

du du
— = —cosxdx — = — [ cosxdx
U U
In|ul=—sinz u=e """
sostituiamo per ottenere v
—si / .
e "™MTy =sinzcosx

e di nuovo, separando le variabili

sinx cosx sinx cosx
dv = ———— dv= | ———dx
e sSinx e~ sSinax

v = / ST sin 1 cos xdx
poniamo ¢ = sinz, per cui dt = cos xdz, I'integrale diviene v = [ tedt; integriamo per parti:
v =tel — /etdt =€l (t—1) =% (sinz — 1)

da cui
y=uv=c¢e ""7". (esmx (sinz — 1) + C) =sinx — 1+ Ce™ ®"%

Esercizio 163. Dopo aver calcolato gli integrali dell’equazione differenziale yy’ = y?ze®, calcolare
1

I'integrale particolare che soddisfa la condizione y (1) = 5.
Soluzione. Risolviamo con il metodo delle variabili separabili

%dy = ze®dx
Yy

1 / 2ydy / 2
- = [ ze®dx
2 y2

e integrando
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da cui, integrando per parti 'integrale al secondo membro
1
iln‘yQ‘ :wez—/exdx:xez—e‘r—i—C:e‘”(x—l)—i-C

risolviamo rispetto a y
e*(z—1)

y = Che
dove C = e°. L’integrale particolare sara, sostituendo % = (e =

1 =
y = 566 (z—1)

Esercizio 164. Trovare 'integrale che soddisfa la condizione x # 3 e la condizione iniziale y (0) = 0,
della seguente equazione differenziale

z(y—1)=(x—3)"y

Soluzione. risolviamo separando le variabili e integrando entrambi i membri

dy x dy x
= sdx 7:/72dm
y—1 (z-3) y—1 (x—3)
3

r—3 dx
ly—1|= [ 2=°2 _ Y -1 =In|x-3)| - ——
nly— 1| /(x_3)2dx+3/($_3)2 nly— 1] =ln|(z—3)| -~ +C

la soluzione sara
y—lzCl(a:—3)26ﬁ y:Cl(g;_3)2€ﬁ+1

se x # 3, allora y (0) = Coed +1

Esercizio 165. Risolvere la seguente equazione differenziale 3/ — (y2 — 4y —21) (w /1+ ﬁ) =0

Soluzione. risolviamo mediante la separazione delle variabili

dy
— -1 d
2 dy— 2l +Vzdx
dy /
/y2—4y—21_/ 1+ zdx

Risolviamo 'integrale al primo membro

e passando all’integrale

dy _ 1
/y2—4y—21_/(y—7)(y+3)dy

riscriviamo la frazione come somma di frazioni
1 A B _Ay+3A+By—7B_y(A+B)—|—3A—7B

W-Nw+3) y—-7 y+3  G-Dw+3)  G-7w+3)

ricaviamo A e B dal sistema
A+B=0 A= %
3A-7TB=1 B=—+
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I'integrale diviene

T R
y2 — 4y — 21 10 10 y—|—3 1 y+3

Risolviamo ora l'integrale al secondo membro

/\/1+\/5dx

introduciamo la sostituzione 1+ /z = t? da cui dz = 4t (t* —

/(4t44t2)dt:§t5§3 %(H\f)%,f(uf)

1), l'integrale diviene

(Bvz—2)+C

3
2

Nl

= (1 + V)
L’equazione differenziale avra come soluzioni

10( ’y+3) 15<1+‘F) Bve-2)+C y+3

R L K G T B R (VO L CVE R U
y+3 y+3

B 10
v= (1 §(1+ij (3¢§2)+Cl>

<
+
.

_ 3(+vE)E (3va-2)+0

njw

-3

Esercizio 166. Determinare gli integrali della seguente equazione differenziali
Ly' =0
V1+Vz

Soluzione. equazione differenziale lineare del primo ordine che risolviamo separando le variabili

dy Ve @:714_\/5@0

T ==Y
dr )1+ z v Ve
e passando agli integrali
bt A ~
y Vi

I'integrale al primo membro ¢ immediato [ % = In|y|. Calcoliamo l'integrale al secondo membro

operando la sostituzione z = t? da cui dx = 2tdt; I'integrale diviene

1+
VoV /I —
/ NG de = [YF . 2tdt = 2 / V1 +tdt

e

— 2[(141): = 2(14;)

2

(S

4
3

(1+Va)” +

Le soluzioni saranno
3
2

lyl =2 (1+Va)? +C  y=Cred(+V7)

[OUN RSN
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Problemi

Esercizio 167. Crescita di una colonia di batteri. Una coltura di batteri cresce, istante per istante,
con una velocita proporzionale al numero di batteri della colonia, secondo una costante k£ = 10. a).
Indica con y(t) il numero di batteri presenti dopo ¢ ore dall’inizio dell’osservazione e scrivi I’'equazione
differenziale che deve soddisfare la funzione y(t). Supposto che all’inizio fossero presenti 100 batteri, b).
Determina la soluzione particolare dell’equazione differenziale che costituisce il modello del problema;
c). Stabilisci da quanti batteri sara costituita la colonia dopo 5 ore; d). Stabilisci dopo quanto tempo
il numero di batteri sara il doppio di quello iniziale. Esprimi il risultato in ore e minuti, arrotondato ai
minuti.

Soluzione. a) La variazione in aumento del numero dei batteri nel tempo %7 =3’ avviene in modo

costante, per cui
1
/

Risolviamo tale equazione trovando il suo integrale generale

Y

f%z%jdt lny:%+0

da cui )
y = Celo

b) la condizione iniziale y (0) = 100, consente di trovare la soluzione particolare
100=C-e"=C
per cui la soluzione & )
y = 100e10
¢) dopo 5 ore, cioe con t = 5, avremo
y = 100v/e ~ 165

d) il numero di batteri diviene il doppio di quello iniziale, cioe 200, per cui

200 = 10010 5 =1In2

cioe
t=10In2 ~ 6,93 ore ~ 6"56™

Esercizio 168. Un corpo di massa m = 1 kg & appeso a una molla di costante elastica k = 9 N/m.
Se si sposta il corpo dalla sua posizione di equilibrio O, esso effettua delle oscillazioni intorno a O.
La posizione del corpo all’istante ¢ ¢ individuata dall’ascissa x(t) (in metri) sull’asse delle ascisse
rappresentato in figura.
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a. La legge della fisica che esprime z in funzione di ¢ soddisfa I'’equazione differenziale
mz"” +kr =0

di cui si chiede la soluzione generale.

Supposto che all’istante ¢ = 0 il corpo si trovi sul semiasse delle ascisse positive a 0,5m da O e che
la sua velocita sia di 1,5m/s, determinare:

b. Determinare la soluzione particolare dell’equazione differenziale che soddisfa le precedenti
condizioni.

Soluzione. La legge esprime 'azione della forza di gravita che estende la molla di costante elastica k.
Risolviamo '’equazione del secondo ordine a coeflicienti costanti

ma” +kx =0
I’equazione caratteristica e
mr?+k =0 7"2:—% r:ii\/%
essa ha A < 0, e ricordando che w? = % per cui
x (t) = c; cos (wt) + co sin (wt)

la sua velocita sara

7' (t) = —crwsinwt + cow cos wt
b) se z (0) = 0,5 e 2/ (0) = 1,5 si ottiene (con w = 3)
1,5

=05 = =05

per cui
z(t) = 0,5cos (wt) + 0, 5sin (wt)

Esercizio 169. Considera la seguente equazione differenziale:
x(t)-2' (t) = —4t

L’equazione differenziale assegnata identifica la relazione che c’¢ tra la velocita x/(¢) di un punto
materiale, che si muove di moto rettilineo, la sua posizione x(t) e il tempo ¢ (le distanze sono espresse
in metri, il tempo in secondi e si suppone che i coefficienti abbiano le opportune unita di misura).

a. Risolvi 'equazione differenziale assegnata e determina la soluzione particolare passante per il
punto P(0,2).

b. Verifica che il grafico della soluzione particolare trovata, in un sistema di assi in cui ¢ & posto in
ascissa e x in ordinata, € la semi ellisse rappresentata in figura. Tra i rettangoli inscritti nella regione
di piano limitata dalla semi ellisse e dall’asse delle ascisse (in figura ¢ rappresentato come esempio uno
di tali rettangoli), determina quello di area massima.

¢. Scrivi una analoga equazione differenziale che esprima ’accelerazione cui & soggetto il punto
materiale in funzione della posizione z(t) e del tempo t. Sfruttando anche quest’ultima relazione,
calcola posizione, velocita e accelerazione del punto materiale nell’istante ¢ = 0, 50 s, senza calcolare
esplicitamente 1’espressione analitica delle funzioni velocita ed accelerazione.

78



0.1. EQUAZIONI A COEFFICIENTI COSTANTI DI GRADO SUPERIORE AL SECONDO

Soluzione. L’equazione assegnata ¢ del tipo a variabili separabili, per cui

$fl—f = —4t xdx = —4tdt

passando agli integrali
[xdr = —4 [tdt 2% =—4t> +C

I’equazione si riscrive,
4 +a*=C
I’equazione particolare pert =0ex =2 ¢
C=4
per cui, riscrivendo come equazione di un ellisse

12 x?

MR
1 * 4
equazione dell’ellisse in cui @ = 1 e b = 2 (come mostrato in figura).
Il rettangolo inscritto ha come asse di simmetria I’asse delle ordinate (x). Prendiamo un vertice
generico del possibile rettangolo appartenente all’ellisse nel primo quadrante. Esso ha coordinate

Al(t,z) cioe A (t, 2v/1 — tQ), con 0 <t<1e0<x<2. L’area del rettangolo ¢
A=2tV1—t2

Per trovare I'eventuale massimo, calcoliamo la derivata

—2¢ 2 (1 —2t?)
A =2V1—-t2+2t- =
2v1—t? V1—1¢?

il numeratore si annulla per
1-22 =0 t=+Y2

la soluzione fornisce i vertici dei due punti simmetrici rispetto all’asse x (delle ordinate, in questo caso).
L’area sara quindi

A=2.Y2. =1
2 V2

c. L’accelerazione ¢é la derivata della legge delle velocita indicata all’inizio, per cui

xx” + 2% +4=0

ma, dall’equazione assegnata, x’ = —%, per cui
2
2 16t 4
zx” + 88 = 4 g7 = e
z x T

set= %, dalle equazioni gia ottenute si ha, da 4t% + 22 = 4

r=V3~1,Tm
da 2’ = —2 i ha )
m
m’:v:—1’7——1,2;
edam”——lif é, si ha
4 4 m
S WA WA R
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