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1. CALCOLO DEGLI INTEGRALI DEFINITI
Esercizio 1. [ —— =In|l+ |, =In2 —In1=1In2
o 1+

-1 d 1 -1
Esercizio 2. [ % :/ 2 3dr = —
o X 2

_ 1,103
J 2|, 27878
[ eldt =e" —e ™ =2sinhz
Esercizio 3. [ costdt = sint|; = sinz
0
2 8 8 1 7
Esercizio4.f(a:272z+3)dx* 2?43z =2 —446—-—-+1-3=—
1 L3 3 3
8 8 N L8
8 ) 1 1 2x)? 3 260 24 100
Esercizio 5. f(\/2m+€/zf)dx:/(2x)é+/x§: ( :g) —|—§ =5 +71T=—
0 / / 2 il, 2 3 3
41 4 4 1 2 4
Esercizio 6. [ +2\/5dx:/w_2dx+/x dr=————&| =——-14+14+2=-
1T ARVEAN
1 1
6 ) . x—2|° 23 16
JVr—2dz=| (z-2)2d(z—-2)= — =5 -0=—
2 , 2l 3 3

Esercizio 7.

0
1 1
————ax=— [ (254 3z) 2dx
V25 +3 /
A + 3z

—5/(25+3x)‘%d(3x+25):
-3 -3

0. 8__2
3 3 3

2 10
= -3 Vet 25|, =
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-3 d d 1 -1 1 1. 2

Esercizio 8. [ 2x :—/%:f—ln z =——(In3-In2)==In-
Ty xe—1 31‘—1 2 x+1|_4 2 2 3
P xdx

E izio 9. [ ————

sercizio £x2—|—3x+2

1
Soluzione. Scomponiamo il denominatore e utilizziamo il metodo per le funzioni razionali f %
0

T A B

(x+1)(z+2) R ES R

da cui
r=A(x+2)+B(z+1)
r=Ar+2A+Bx+B=2(A+B)+ (2A+ B)

confrontando i termini al primo e al secondo membro di pari grado, si ha
2A+B=0 B=-2A B=2
I'integrale diviene allora
1

1
dx dz 1 1
—/$+1—|—2/x+2:—ln|x—|—1||0+21n|x—|—2|\ozln§
0 0

z5

1
Esercizio 10. [ dx

ir+2

Soluzione. Riscriviamo la frazione e scomponiamo

1 1 1
z® + 32— 32 L2427 (2" — 22% + 42 — 8z + 16)
/ dx:/ dl‘—32/ dor =
x+ 2 r+7 T+ 2
—1 —1 —1
1 1 1
/(m4—2x3+4x2—8m+16)dx—32/ de =
x+ 2
-1 —1
2zt 448 Yoo g 526
T 422 4+ 162 — 321 2 = 4+-432-32In3=—"—"—32In3
5 g Ty A Hlem@hnlt) =odgd BT "

I d
Esercizio 11. [ 2733
0o T2 +4x+5
Soluzione. In questo caso il denominatore non & scomponibile, ma & possibile riscriverlo nella forma z2 +4x+4+1 =

(x+ 2)2 + 1, per culi,
1 1

/ dx _/ dx
224+42+5 ) (2+27+1
0 0

potremmo risolvere subito, ma per rendere piu chiaro poniamo x + 2 = z, dx = dz
1

dz 1 1
——— = arctan z|; = arctan 3 — arctan 2 = arctan —

22 +1 7
0
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23
Esercizio 12. f . 1d:r

Soluzione. risolviamo con il metodo di sostituzione ponendo 22 = z, 2zdz = dz, dz = 32

2z
1 1
/z)ﬂ dz 71/ z I
A4+1272 2 ) 2441
0 0

ripetiamo la sostituzione ponendo nuovamente 22 = t, 2zdz = dt, dz = Q‘f—tﬁ
1 1
L[ dt 1 dt 1 y 1 w
4/t2+1t:4/t2+1 :Zarctanﬂo:Z(arctanl—arctanO):E
0 0
£ -
T V)
Esercizio 13. —— = arcsinz|,?> = arcsin *2 — arcsin0 = =
o : : :

3,5 d
Esercizio 14. [ @
5 Vb +4dx — 22

Soluzione. riscriviamo il radicando come 9 — 4 + 4z — 22 = 9 — (z — 2)?, per cui

S )

3,5

1 . T
= arcsin — — arcsin(0 = —
2 6

2

Esercizio 15. [ cos? zdz

o

Soluzione. Usiamo le formule goniometriche di bisezione

/ + cos 2x B /
0

0 0

1 1
/ cos 2zd (2z) = 2% + 1 sin 2z

I
4>M—~

Esercizio 16. [ sin® zdz

O3

Soluzione. scomponiamo sin® z = sinx - sin? z e applichiamo la prima proprieta della goniometria

:/ sinz - sin? zdr == —
0

sinz - (1 — cos? x) dr =

o \N‘;‘ O\MH

— / (1 —cos®z)d(cosz) = —

(cosx) /cos zd (cosz) =
0 0

= — Ccosx +




CALCOLO DEGLI INTEGRALI

e? d
Esercizio 17. [ v
. rlnz

Soluzione. essendo d (Inz) = %, possiamo riscrivere
82

d(l
:/ (Inz) _ ln(lnac)|z2 =In2—-Inl1=1In2
Inx

e

e 3 1
Esercizio 18. [ wdm
O :L'

Soluzione. essendo ancora d (Inz) = 1, possiamo riscrivere

€

:/sin (Inz)d(Inz) = —cos(Inz)|g=1 — cos 1
0

I
Esercizio 19. [ tanzdx

4

Soluzione. applicando la definizione di tangente, riscriviamo

™

4

i k4 2 2
:/ ST e = —In(cosz)|* :—lng—i—lng

COS T

=0

INE)

ENE]

essendo il numeratore € 'opposto della derivata del denominatore.

1 ev
Esercizio 20. [ —
o L+e*

dxr

Soluzione. procediamo mediante sostituzione: e* = u, e*dr = du;se x =0 allorau=1esex=1u=c¢e

% du du e ™
) 1xey ) 1+ =arctaunu|1:arctane—Z
1

1

3

N

3 3 2
Esercizio 21. [z +1dz = (z+1)2d(z+1) = 3 (x+ 1)%
1 1

zg\/ﬁ_gﬂz‘l(‘l‘ﬁ)

1 3

1 dx
Esercizio 22.
1{ 14+ vz

Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo x = t2, do = 2tdt; sex =0 allorat =0ese x =4t = 16
16

16 16
tdt t+1 dt r 4
ST o [P g o [ D —ar o+ 1) = 2y - 21 [l =4-21
T+t T+ /1—|—t nt+ Dl =2ve =2 (Ve + 1)), n
0 0

In2

Esercizio 23. [ \/e* — 1dx
0
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t
:sex=0allorat=0

T _1=1t2, e®dx = 2tdt per cui dz = o

Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo e

1
41 1
dt — /t2+ dt—2t—2arctant|0_2—§

1 1
r dt =2
2 | ——dt= —
/t2+1 /t2+1
0 0

esexr=In2t=1

1 /1 _ p2
Esercizio 24. [ %dm
s x
2
Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo x = sint, dx = costdt; se x = % allorat=Fesex=1t=73
1 — 1-— t
/ ST costdt / sin” / / dt =
sin®t sin? t
fud s s ™
= —cott—tZ=0——41+-—=1——
co |Z 0 5 +1+ 1 1
2 21
Esercizio 25. [ A
1 x
Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo z2 — 1 = t2, xdx = tdt, per cui dz = \/%, sex =1 allorat =0
eser=2t=+/3
v t t v t2 v t?+1 v 1
:/ . dt = 7dt:/ + dt—/idt:
VE+1 VEE+1 241 t2+1 t2+1
0 0 0 0
=t —arctant|[)® = V3 - -
In5 x _ 1
Esercizio 26. [ Ve T e
0 e*+3
Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo e® — 1 = t2, e®dx = 2tdt, per cui dx = gﬁ; se x =0 allorat =0
esex=Ind5t=2
| (241t 2 114 T
t t° +
—dt=2 | ——dt—-8 [ ——dt =
/ t2+4 f/r—/f t2—|—4 /t2+4 /t2+4
0 0 0
2
=4-7

= 2t — 4 arctan —
0

dx

5
Esercizio 27. | ——FM—
{ 2r++3r +1
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Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo 3z + 1 = 2, 3dx = 2tdt, per cui do = %dt; sex=0allorat=1e
sex=5t=4
4 4

2 2t
S T
2(%)4_15 22 + 3t — 2
1 1

scomponiamo il denominatore in (2t — 1) (¢ + 2), per cui (21&—12% = A+ t%

A+2B=2 5A=2 A=
2A-B=0 B=2A B

2
i
5

Iintegrale si puo riscrivere
4

1 1 4 1 1 4 4
_1 2 = T2t —1)+ 21 2
5 dt + / dt 5 n (2t )+5 n(t+2)
1

1 4 4 1
= 71n7+71n6—71n3:gln112

2t —1 5) t+2 ! 5 5
1
3 d
Esercizio 28. [ S
1 zvVx?+5r+1
Soluzione. procediamo per sostituzione ponendo x = %, dx = —t%dt; sexr=1allorat=1esex=3t= %

/ 1125 dt /\/m /\/t+ (-2

2 ? 4

dt =

3

“l (3 (0 3) ()| =mGve) w2 - (Z20)

us

2
Esercizio 29. [ zcoszdz
0

Soluzione. Procediamo con il metodo di integrazioni per parti, ricordando che

b b
/u(m)v’(m)dmz u(m)v(x)|2—/u’(x)v(a:)dm

per cui se poniamo u = x e cos zdr = v, avremo

™

2

. E . T N
= zsinz|§ — s1nxdx:§+cosz|02 :571
0

Esercizio 30. [ Inzdx
1

Soluzione. Procediamo con il metodo di integrazioni per parti, ponendo v = Inz e dx = v’, avremo

€

1
:xlnxﬁ—/fﬂﬁdx:e—e—i-l:l
T
1

1
Esercizio 31. [ z3e**dx
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3

Soluzione. Poniamo u = 22 e e2*dx = v’, avremo

1
3'*621

2z 2
B e X axr

T

N |

1 1
0 /
0

applichiamo nuovamente il metodo di integrazione ponendo u = 2 e e?**dz = v, avremo

N Lo
I3621: _ 2 *IQBZI —/*'ZISQIdZ‘ —
o 21\ 2 0 A
0
di nuovo u = z, v' = e**dx
1 2
1 3 3
53036295 B Zx%% n er% 0 B 86235 _€ ;‘

3

2
E izio 32. —d
sercizio !2 o x

Soluzione. In questo caso si puo osservare che la funzione e dispari ed € quindi simmetrica rispetto all’origine del
piano cartesiano, quindi, essendo i due estremi opposti e simmetrici rispetto all’origine, 'integrale sara = 0.

2. CALCOLO DELLE AREE DI FIGURE PIANE

Esercizio 33. Calcolare I’area limitata dalla parabola y = 4z — z2e dell’asse delle ascisse.

Soluzione. la parabola interseca ’asse = nei punti di ascissa 1 = 0 e x5 = 4, per cui possiamo calcolare l'integrale

4
1k 4 32
A:/(4x—m2)dx:2x2—x— :32—67:37
3 1o 3 3
0

Esercizio 34. Calcolare ’area limitata dalla curva y = Inx, dall’asse Oz e dalla retta x = e.

Soluzione. la curva sara compresa tra i punti di ascissa x1 = 1 e x5 = e, per cui possiamo calcolare I'integrale

A :/ In zdx
1

risolviamo per parti con u = Inz e v’ = dx
e
e 1 €
=zhz|{— [ z-—dz=zhe—z|]=e—e+1=1
x
1
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nei punti di ascissa x1 =0, 5 =1 e z3 = 2, per cui

Esercizio 35. Calcolare ’area limitata dalla curva y = x (z — 1) (z — 2) e dall’asse Oz. La curva interseca l’asse =

Soluzione. la curva interseca ’asse x nei punti di ascissa x
I'integrale

=0, zo = 1, x3 = 2, per cui possiamo calcolare
1 2 " 1 5
A:/ (:E3—3£E2+2{,C)d$— / (x3—3x2+2x)d;v: Z—x?’—i—xQ 1 —23 42 =
b | 0 1
Esercizio 36. Calcolare l'area limitata dalla curva y® = z, dalla retta y = 1 e dalla verticale + = 8. La curva
interseca la retta orizzontale nel punto di ascissa x = 1, per cui
/
Soluzione. Calcoliamo l'integrale della funzione y = /x al quale sottraiamo larea sotto la retta y = 1 (si pud
calcolare anche geometricamente come l'area del rettangolo)
8 8 - 8
€T3
A= / Srdr— / dx =
1

4—(E
1

Esercizio 37. Calcolare 'area limitata da una semionda della sinusoide y = sinz e dall’asse OX.

s
Soluzione. A = [ sinazdx = — cosz|; = 2
0

Esercizio 38. Calcolare I'area compresa tra la curva y = tanx, 'asse OX e la retta x =

3

g
™

5 5
Soluzione. A = [ tanazdx =

sinx
0

dz = In (cos H
Ocosxz n (cos z)]g

=1In2

Esercizio 39. Calcolare I’area compresa tra Iiperbole zy = m?, le verticali z = a e x = 3a (a > 0) e I'asse OX.
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3a m2 3a
Soluzione. A =[ —dz = m?In(z)|." =m? (In3a —Ina) = m*In3

Esercizio 40. Determinare I'area del dominio cosi definito:
Ty > 3
r+y—4<0
x>0

i\v

0 2 h

Soluzione. L’area delimitata € quella rappresentata in figura, intersezione delle tre condizioni. si tratta pertanto di
calcolare I’area sottesa dalla retta nell’intervallo 1 < 3 < 3 dalla quale sottrarre ’area sottesa dal ramo di iperbole
equilatera sempre nello stesso intervallo. L’area sottesa dalla retta equivale a quella del trapezio rettangolo, che

valeAtr:wzél
3
A:4—/
1

8w

de =4 — 31n(x)|‘? =4—-1n27

Esercizio 41. Data la parabola di equazione y = 2 — 42 + 3, determinare I’area della regione piana limitata dalle
tangenti nei punti di intersezione con 'asse x e dalla curva.

2

Soluzione. La parabola interseca ’asse x nei punti di ascissa x = 1 e ¢ = 3. Le tangenti in questi due punti saranno
simmetriche rispetto all’asse della parabola e si incontreranno quindi nel punto di ascissa x = 2 e avranno, quindi,
coefficienti angolari opposti uguali rispettivamente a m; = —2 e my = 2 e le loro equazioni saranno ry : 2e+y—2 =0
ery:2x—y—6=0. Il loro punto di intersezione sara (2; —2). [Le tangenti si possono pure determinare ricordando
il significato geometrico di derivata di una funzione]. L’area richiesta, indicata in figura, & la differenza tra l’area

del triangolo isoscele e quella del segmento di parabola. Il triangolo ha area A;. = 2. L’area richiesta sara
y a3 K 4
A:Z—/(m2—4x+3)da?:4—3—2962—&—330 =2-5=3

1

. e . . . 3 . . . . .
Esercizio 42. Calcolare ’area compresa tra la versiera di Agnesi y = X’fiw e il semiasse positivo delle ascisse.
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too dx a® +oo
Soluzione. A =a* [ —5 3 =
X2 +a

Esercizio 43. Calcolare I'area della figura limitata dalla curva y = 3, dalla retta y = 8 e dall’asse OY.

12
10

Soluzione. L’area richiesta ¢ la differenza tra ’area sottesa dalla retta e quella sottesa dalla curva nell’intervallo
0 <z < 2. Pertanto

2

4 2
A:16—/x3dx=16—%arctanx =16—-4=12

0
0

Esercizio 44. Calcolare ’area delimitata dalle parabole 3% = 2px e 22 = 2py.

Soluzione. L’area richiesta ¢ la differenza tra le parti di piano sottese dalle due curve nell’intervallo [0; 2p]

¥ ¥ x? 2x+2pz a3 2 8p?  4p®> 4

A — 2 d — 7d = — _ = — — 2
/”pxz/sz 35 6pl, 3 3 37
0 0

Esercizio 45. Calcolare I’area delimitata dalla parabole y = —x2 + 2z e dalla retta y = —x.
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Soluzione. La retta e la parabola si intersecano nei punti (0;0) e (3;0). L’area richiesta ¢ data da

3
3 2|3
9 x 3z 9
A:/ (—= +2x—(—x))dm=—§+70=§
0

Esercizio 46. Calcolare I’area compresa tra le parabole y = 22 e y = % e dalla retta y = 2x.

Soluzione. Le due parabole e la retta si intersecano nell’origine. La retta interseca la parabola y = x2 nel punto di
ascissa x = 4 e incontra ’altra parabola nel punto di ascissa x = 2.

4 2 2 L
A:/ (2+2z> dm—/ (—x2+2:c) dr = f€+x2
0 0

Esercizio 47. Calcola 'area limitata dalle curve y = e* e y = e~ * e dalla retta z = 1.

Soluzione. Le due curve esponenziali si intersecano nel punto di ascissa x = 0 e intersecano la retta verticale nel
punto di ascissa x = 1.

e —2+1

1
A:/ (ew—e_””)dx:ew—i—e_””‘é: ;
0

Esercizio 48. Calcolare I’area delle due parti del cerchio 2 + y? = 8 delimitata dalla parabola y? = 2x



CALCOLO DEGLI INTEGRALI 12

Soluzione. Le due parti di cerchio hanno, per simmetria, la stessa area e questo consente di calcolare il solo integrale
della parte di piano nel quadrate positivo. La parabola interseca la circonferenza nel punto di ascissa x = 2. L’area
sara pertanto la differenza tra la parte sottesa dalla circonferenza e quella sottesa dalla parabola nell’intervallo
0<z<2.

2 2
§:/ \/87x2dx7/\/£dx:
0

calcoliamo il primo integrale sostituendo z = 2v/2 cost, dr = —Q\f 2sintdt; se v =0, t = g serx=2,t= %
A T 2 3 52
1 2
5 :/ V8sin?t - (—2\/§sint) dt— / V22 da :8/ sin? tdt — /2 % =
fus 0 fud 2 o
2
. 9 1—cos2t .
ma sin“t = — per cul
7 | 8 8 2
:4/dt—2/c0s2td(2t) V2- \f_ At — 2sin2t[2 — 3=TH2-z =73
1 T
I’area totale sara quindi
4
A=21—
3
Esercizio 49. Dopo aver determinato le parabole «y e 4" appartenenti al fascio y = —2% + ax + ¢ passanti per A (0; 3)

e tangenti alla retta r : 4o + 4y — 21 = 0, detti M e N i rispettivi puntl di di tangenza (M appartenente al primo

quadrante), determinare la retta parallela a r che interseca gli archi AM e AN di ~v e/, nei punti R e T in modo
che sia massima ’area del triangolo MT R; calcolare poi 'area del triangolo mistilineo AMN.

Soluzione. Le parabole passano per A e quindi ¢ = 3 e I'equazione si riduce a y = —22 4 ax + 3. Essendo tangenti
alla retta r avremo

22 —z(a-1)+2=0 aj=-4 ay=2

{ y=—a?+ar+3
1

y=-c+7
le parabole saranno 7 : —2% —4x + 3 e y1 = —x? + 2z + 3. Ora, ricordando il significato geometrico di derivata,
possiamo trovare i due punti di tangenza:

—1=-2zy+a a=—4 N( %—7)

—1=-2zpy+a a=2 M(%
Calcoliamo ora le intersezioni T, R in funzione della distanza tra le du
secondo (3 < ¢ < 2 oy 1)

4
)
ue rette con R nel primo quadrante e T' nel

_ 22
R{z:_ijq%% O0<w<B 2?-3w+g-3=0 R(I=VZEN, 202000

T y=—22—4z+3 —%<:1c<0 22— 3r4+q—3=0 T(—3+\/2@;2q+3—5/@)
y=-xz+gq

troviamo il segmento RT' (poniamo per comodita di scrittura /21 —4g =t

RT=\/(3- )+ (t—3)> = |t —3| V3 = (vVar—14-3)va
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I’altezza del triangolo e la distanza tra le due rette parallele
3, 15 21
_ 3+ 2-d _[EH -4

V2 V2

h

l’area sara quindi
‘%—q| (V21—4q—3)(%—q)
A= [(\/21—4(]—3) \[2} NG = 5

troviamo la condizione di massimo

v (A5 - (V=T -9

2

21 —4g =0

e~ w

3_
2

2=\21-4¢g gq¢=%4

la retta parallela sara 4z 4+ 4y — 17 = 0.

/1

Calcoliamo ’area del triangolo mistilineo colorato in figura.

0
A:<27—|—15>><3—/(—x2—4x+3)dm—/(—m2+2x+3)dx:
0

4 4 2

Esercizio 50. Dati i punti A (4;0) e C(2;0), determinare ’equazione della semicirconferenza giacente nel semi-
piano y > 0, passante per A e con centro in C. Calcolare I'area della parte di piano limitata dall’asse z, dalla

semicirconferenza e dalla retta a essa tangente nel suo punto di ascisse x = 3.

Soluzione. La semicirconferenza ha centro in C e passa per A e, per simmetria, per O (0,0) e quindi ha raggio r = 2.
L’equazione della circonferenza &: x2 + y? — 4z = 0 e la semicirconferenza richiesta avra equazione y = v/4zx — x2.

Il punto di tangenza avra coordinate B (3; \/3)
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Calcoliamo ’area colorata in figura

4
A= 3x V3 (Atriangolo) — / Vdz — 2?dr = %— / VAz — z2dr =
3

2 2

4 4
3\2/5/\/41’:024+4d:c3\2/5/\/4(552)2(&
3 3
se poniamo x —2=¢t, condr =dt e x =3, allorat =1, z =4, t = 2, avremo

2
3vV3 t t 3v3 2 3 2
\2[—‘2\/4—t2+2arcsin :i_,ﬁ+\f:2f_§ﬂ-

2/, 2 3" 2

Esercizio 51. Tracciare la curva «y di equazione y = 3+¢e~7 e, scritta ’equazione della tangente ¢ a v nel suo punto di
intersezione con 'asse y, determinare larea A (k) della regione piana limitata dalla retta ¢, dall’asintoto orizzontale
della curva, dalla retta x =k (k > 1) e dalla curva. Calcolare inoltre A = klim A (k).

—00

Soluzione. Il grafico della curva & facilmente rappresentabile essendo la curva esponenziale e™* traslata mediante
il vettore ¥ (0;3) e 'asintoto sard allora y = 3. La curva interseca 'asse y nel punto A (0;4). Determiniamo la
tangente alla curva in questo punto, calcolando la derivata prima per ottenere il coefficiente angolare della retta,

y=—e" y(0)=-1

la retta avra equazione x + y — 4 = 0. Calcoliamo ora l’area della regione di piano colorata in figura

k
~ 1 ok 1 . 11,
A(k):/ B+e)dr—3k—g=PBr—e| =8k -5 =3k-e"+1-3k—o =5 —ec
0
Calcoliamo il limite dell’area in funzione di &

1

A= lim - —eF=2

k—o0 2

Esercizio 52. Per un punto A (1;0) si conduca la retta r di coefficiente angolare m; detto B il punto di intersezione
con la retta x = 2, si conduca da esso la perpendicolare a r; sia P il suo punto di intersezione con la retta x = m.
a) Determinare ’equazione del luogo v descritto da P al variare di m. Tracciare la curva . b) Determinare infine
I’area della regione piana limitata dalla tangente alla curva nel suo punto di ascissa 1, dalla retta z = 2 e dalla
curva .

e
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Soluzione. La retta passante per A ha equazione y = m (z — 1); U'intersezione con la retta = 2 individua il punto

B (2;m). La retta perpendicolare per B alla retta r avra mpe, = —% € Gper = miﬂ“

; equazione di tale retta
sard x +my —m? — 2 = 0. Il punto P avra pertanto coordinate P (m; 7”2_%“) Il luogo, considerando m come
I’incognita, avra quindi equazione
2?2 -z +2

T

Studiamo questa funzione il cui dominio & Ry. Il numeratore & sempre positivo e quindi non vi saranno intersezioni
con gli assi. La funzione sara positiva per > 0 e negativa per x < 0. Studiamo gli asintoti

2 2
lim &=2t2 | =400 lim &=2+2 o 2 — 4o
T xr 01;
r—Fo0 z—0
la funzione non ha quindi asintoti orizzontali ma presenta un asintoto verticale di equazione x = 0 (asse y).
Verifichiamo ’esistenza di un asintoto obliquo
ot —x+2
m= lim ———— =1
T—00 €T
o ox2—x+2 ozl —x4+2—2?
g=lm ———z=lim ———— = —1
r—00 x T—00 xT

avremo quindi un asintoto obliquo di equazione y = x — 1.
Studiamo la sua derivata

il suo dominio sara ancora Ry. Il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, mentre il numeratore lo ¢ per
x < —v2 V z > /2 e la funzione sara crescente in questi due intervalli e decrescente in —V2 <z < V2. Avra

quindi un massimo relativo in M (—\/5; 4"'2—\/5> e un minimo relativo in m <\/§, 4_2‘5). Calcoliamo la derivata

seconda
, 22 — 223 + 4w 4
y = V-

4

la funzione avra concavita verso 'alto per z > 0 e verso il basso per < 0 e non presenta flessi. Il grafico & mostrato
sotto.

b) troviamo ora la tangente richiesta. Il punto di ascissa 1 appartenente alla curva 7 avra coordinate 7' (1;2).
Troviamo il coefficiente angolare di tale retta, conoscendo gia la derivata della funzione

y'(1)=-1
e la tangente avra equazione x + y — 3 = 0. Tale tangente interseca la retta x = 2 in @ (2;1).

4

AZ(1,0)
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L’area sara uguale alla differenza tra la parte di piano sottesa dalla funzione nell’intervallo [1;2] e il trapezio
rettangolo sotteso dalla tangente nello stesso intervallo. L’area del trapezio Vale , per cui

2

2 2 2
— 2
A:/x T § /xdm /dw+2/d—x—§:
T 2 x 2
1 1 1

1

2 2
= xf—x—l—Zlnx —§:ln4—1
2 . 2

Esercizio 53. Data la funzione

f(z)=In <1+|x;__11|>

a) determinare il dominio, eventuali punti singolari, di non derivabilita e le equazioni delle tangenti in questi punti;
b) tracciare il grafico C' della funzione; ¢) determinare 1’area della regione piana limitata dalla curva C, dall’asse x
3

e dalle rette x = —5ex=—L

Soluzione. La presenza del valore assoluto richiede di studiare la funzione sia caso in cui il suo argomento & positivo
sia quando e negativo.
1. caso: z < —1 V x > 1, la funzione ¢

f(z)=In <1+ 9;2__11) =1In <$2;_€E1_2>

x2+z—2>0
z—1 x+112>0 r< -2V z>1
x#1 z

il dominio ¢ dato da

percuiD: -2<z< -1 x>1.
2. caso -1 <z <1

-2 +1 -2+
f(x):1n<1+:v—1):1n(:zc—l)

>0
x#1

il dominio e dato da

7m2+z

percui D: —1 <z <0.

Il dominio della funzione sara quindi D : (—2;0) (1;+00), dove i punti singolari sono in corrispondenza di
x = —2,1. All'interno del dominio la funzione & sempre continua.

Calcoliamo la derivata della funzione

1. caso

-1 Qe+ (-1 (z+2)(z—1  (z-1> 1

f(@) = : - -
(x+2)(x—1) (x—1)¢ (z+2)(x—1)° z+2
2. caso:
£ (2) = z—T (1-2z)(z—t]+az—1] 1
—z(z—1) (z — 1)¢ x
Il punto x = —1 appartiene ai due intervalli; verifichiamo se la derivata dx e sx della funzione in questo punto
coincidono oppure no, cioe se la funzione oltre a essere continua in x = —1 & anche derivabile.
Pl =1 f1) =1
la funzione avra quindi un punto angoloso in corrispondenza di x = —1. Tale valore caratterizza un punto del

grafico di coordinate P (—1;0) e le tangenti in questo punto saranno
ti:y=x+1 to:y—ax—1

b) Completando lo studio si ottiene il seguente grafico
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¢) larea da determinare ¢ quella colorata nella figura sotto

|
—
|
—

A/ln(m“)dz [ mE+2)d@+2) =

|
wle

integriamo con il metodo per parti ponendo d (z + 2) =’ e In (z + 2) = u, per cui

—[(z+2)In(z+2)] 5 +

d(z+2)= [;m(;)] +%:%(1—1n2)

njw —

\"\\
o =

LUNGHEZZA DI UN ARCO DI CURVA

La lunghezza di un arco di curva di equazione y = f (z) compresa tra due punti di ascissa x = a e z = b & uguale

a
b
I = / V1+y2da
a
Esercizio 54. Calcolare la lunghezza dell’arco della parabola semicubica y? = 2 compreso tra l'origine delle

coordinate e il punto dalle coordinate (4;8).

[N

. . . . . . 3 - 3
Soluzione. la funzione puo essere scritta come, essendo I'intervallo nel primo quadrante, y = z2 e quindi y' = 53&

4 4 4

Z=/H<1+Zm)dw=;/\/(4+9x)dm:;/(4+9x)éd9€
0 0 0
1

se poniamo 4 + 9z = ¢, avremod:r:§dt; sex=0,t=4esex=4,t=40

4
=55 [t
18

0

40
3
2

=

dt = :2%.(40\/10—8):2%(10@—1)

1 2
-
18 3|,

Esercizio 55. Calcolare la lunghezza dell’arco della parabola y = 2,/x compreso tra i punti di ascisse z =0 e x = 1.



CALCOLO DEGLI INTEGRALI 18
Soluzione. la parabola ha come asse di simmetria I’asse z. calcoliamo la derivata i’ =

] e

2tant
—1=tan’tedz = antdt sex=0,t=0;sex=1, t—f

0082 t cos?
sin? ¢ + cos?t
/ st eosTt,
0

Sl -

poniamo x + 1 = ﬁ, per cui z =

4 4
1 2tant | 1 2sint
= Sos¢ ) . — =9
tan® ¢ cos? t nt cos3t
0 0 0

4 4
sin®t 1
/ cos3 t + / cost

0 0

cos3 t

™

4
sin’ ¢ sin __ sint I o .
o7t dt per parti, riscrivendolo come { sint 2% tdt ponendo u = %5 e v’ = sintdl;

sint 3sin? t
sin t = | —cost
0053 cos3 t cos3 t
0

cioe, sommando i termini “simlh
3sin? t sint \ *
cos? t cos?t ),
0

. z )
l:(smt> —i—[ln(tant—l—sect—l—l)]oz:\/5—1n<1+\/§)
0

calcoliamo il primo integrale

O

avremo

M:l

pertanto

cos?2t

Se la curva e data da una equazione parametrica, la lunghezza dell’arco di curva e data da
to
-/
ty
Esercizio 56. Calcolare la lunghezza dell’arco dell’evolvente di cerchio
x =a(cost+ tsint)
= a(sint — tcost)
per0<t<T.

Soluzione. Calcoliamo prima le derivate di x e y rispetto a ¢

' =a(—sint +sint + tcost) = at cost
Yy =a(cost — cost +tsint) = atsint

avremo
T

T

T2
/\/at2 (cos?t + sin® t)dt / at2dt:aT
0

0

Esercizio 57. Data la parabola di equazione y? = 3z +4 e le due corde AB e CD perpendicolari all’asse x nei punti
(—g; 0) e (i; 0), dimostrare che tra l’area del trapezio convesso ABCD e I’area A del segmento parabolico limitato

dalle due corde sussiste la relazione 28 10
—A(ABCD A+ —
27 ( )=A+ 9
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e
b
B 05
i
,Q\D
Soluzione. Troviamo le intersezioni della parabola con le due rette perpendicolari: retta z = —%, A (—%; —%),

B(—g;%); pertanto il segmento AB = 1; retta z = i, C (i;——@g), D (1;—Vng) e il segmento CD = /19.
3
§.

4
L’altezza del trapezio ¢ la distanza tra le due rette parallele, ciot h = [§ — (—=3)| = 2. L’area del trapezio &

A(ABCD):%:Z<I+\/E)

Calcoliamo ’area del segmento di parabola mediante il calcolo dell’integrale (si ricorda anche la possibilita con
fornita dalla formula di Archimede)

=

1
1

o

2
(3$+4)2 X g

Nl

2

3

len

A:2/v3x—|—4d$=2/(3m+4)
Zs

4

4 (/19 1 1
=—|—v19—=- | =—1(19v19-1
9<8 ) 8> 18(9 ) )
Pertanto
38 /3 1 10
— - (14++v1 =—(19v19—-1 —
27(4(+ 9)) 5 (19vI9-1) + 5
19 19 19 1 10
19 =—A19- =+ =
18+/1/8/% /1/5//Z 8+9
da cui
19 19

18 18
CALCOLO DEI VOLUMI

Volume dei solidi di rotazione. Il volume del corpo generato dalla rotazione di un trapezoide mistilineo, limitato
dalla curva y = f (x), dall’asse delle = e dalle rette 2 = a e = b, intorno all’asse x o intorno all’asse y si esprime

con le formule
b b
Ve=mn [ fP(x)de Vy,=2r [zf(z)dzx

Esercizio 58. Calcolare il volume del corpo generato dalla rotazione intorno all’asse = della curva limitata dall’asse

z e dalla parabola y = ax — 2.
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Soluzione. Il volume ¢ dato da

a a
3 4 5@ 5
Vm:7r/(ax—zz)Qdac:w/(a2x2—2ax3+x4)dx:7ra2x—fax—+x— 4.
3“2 75,7 30
0 0

Esercizio 59. Calcolare il volume dell’ellissoide generato dalla rotazione dell’ellisse z—z + Z—j = 1 attorno all’asse .

Soluzione. Il volume si ottiene moltiplicando per due il volume del solido di rotazione che si ha ruotando di 3600

intorno all’asse z il sottografico di y = b (1 — 2—2), per cui

y z? x3 2%t 4
V = 2nb? 1— = =2b? a®’— —a=— + | = —qab?
b /( a2)da¢ 7 a 3 a2 + 51, 3ab7r

Esercizio 60. Calcolare il volume del corpo generato dalla rotazione intorno all’asse z della curva y = sin® 2 compresa
traipuntiz =0ex =.

Soluzione. risolviamo l'integrale utilizzando le formule goniometriche e considerando sin® 2 = sin? z - sin

s s s

V:W/SiHQZL'(l*COSzx) dr=m /Sin2xdxf/sin2;rc0521dx =
0 0 0
[ 1—cos2 1 1] 1] 1] 1]
=7 /%dl‘—z/COSQQZ‘dl‘ =T §/dx—§/cos2xdx—§/dx—§/cos4xdx =
0 0 0 0 0 0
1 1 1 T3
T §x—isin2x—§x—§sin4xo :§7TQ

Esercizio 61. Calcolare il volume del corpo generato dalla rotazione intorno all’asse = della figura limitata dalla
curva y = e” e dalle rette x =0 e y = 0.
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Soluzione. Calcoliamo l'integrale
0

V=nm / ehdx:‘gezx

— 00

0

T
o 2

Esercizio 62. Calcolare il volume del corpo generato dalla rotazione intorno all’asse x della figura compresa tra le
curve delle funzioni y = 2% e y = /7.

b
Soluzione. L’area delimitata da due figure & calcolata come A = (y% — y%) dx, per cui
a

' (1 1) 3
=T _— = = —1T
0 2 5 10
Esercizio 63. Calcolare il volume del solido generato da una rotazione completa attorno all’asse z della figura
limitata dalla curva y? = 23, dall’asse x e dalla retta x = 1.

x?2 2

2 5

1
V:w/(m—x4)dx:7r
0

Soluzione. Calcoliamo l'integrale

Esercizio 64. Determinare I’area della regione T di piano delimitata dall’asse y, dalla parabole y = 22 + 1 e dalla
tangente a detta parabola nel punto o = 2. Calcolare, inoltre, il volume V del solido ottenuto dalla rotazione
completa di T' attorno all’asse y.e = e dalla retta x = 1.
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Soluzione. Il punto di tangenza ha coordinate A (2;5). Determiniamo la tangente: y' = 2z, e y’ (2) = 4; essa avra
coefficiente angolare m = 4 e applicando la relazione che descrive un fascio proprio di rette, avremo

y—5=4(x—2) y=4x —3

tale retta interseca 1’asse x nel punto (%; 0). Troviamo prima ’area della parte colorata in figura.

2
3 2
A / 22+ 1) dm(2x5)+(:x3)‘xg+mo2§
0
in modo analogo
_8
3

Soluzione. Calcoliamo ora il volume ottenuto ruotando la superficie attorno all’asse y.

2

5 5 3
oo e Joora) o
3 1 B

8 4

Esercizio 65. Data la curva di equazione

2z —1

Tz —2
determinare il volume generato dalla regione piana limitata dalla curva, dalle rette x = 4 e x = 6 e dall’asintoto
orizzontale della funzione in una rotazione completa attorno a tale asintoto.

Soluzione. La funzione data & una funzione omografica, cioé un’iperbole traslata. In questo caso & possibile de-
terminare il volume richiesto dopo aver opportunamente traslato la curva in modo che il suo asintoto orizzontale
coincida con 'asse x e quello verticale con 'asse y. Se una funzione omografica generica & espressa da y = Z:f_ts

allora il vettore di traslazione sara dato da

7<—d “) 7(2;2) le

c C

' =x—2 z=x +2
Yy =y—2 y=y' +2

20" +4 -1 3
v +4—1 92

equazioni di traslazione sono

avremo

/!

x+2-—2 x!
Anche le due rette dovranno essere traslate verso sinistra di due unita.
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R

58
B

I1 volume sara

y 1
V:W/%:Qﬂ ——
T T

2

Esercizio 66. Dopo aver determinato nel piano xOy ’equazione della parabola 7, tangente in O alla retta y = 4z e

passante per A (4;0), detto V' il vertice, rispondere ai seguenti quesiti:

(1) sull’arco di v contenuto nel semipiano y > 0 determinare, per via elementare, il punto B per il quale sia

massima ’area del triangolo OBH, essendo H la proiezione di B sull’asse x
(2) determinare il luogo ¢ del punto medio del segmento OB al variare di B sull’arco OV A di v

(3) calcolare il volume del solido ottenuto facendo ruotare di un giro completo attorno all’asse x la regione finita

di piano delimitata da v, da ¢ e dall’asse z.

Soluzione. Troviamo ’equazione della parabola. La retta data ha m = 4 e, ricordando il significato geometrico di
derivata, se y = ax?+bx & 'equazione generale di questa parabola passante per I'origine (¢ = 0), avremo y’ = 2ax+b

23

e y' (0) = b = 4. Inoltre la parabola passa per il punto A e quindi 0 = 16a + 16, da cui a = —1 e I'equazione sara

viy=—x°+ 4z

1) le coordinate del punto B (a:; —x? + 433) con 0 < x < 4 e ’area del triangolo rettangolo &
—23 + 422
2

troviamo la condizione di massimo
—32%2 + 8z
2

A =0

da cui

8 — 128
r=3 A=

2) il punto medio del segmento OB con B variabile, ha coordinate M (%, _t22+4t

) per cui avremo

T = % t=2x
Y= 7t22+4t Y= 74m;+8m — _2332 44z
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3) Calcoliamo il volume cercato

2

4
V:ﬂ/(—m2—|—4x)2dx—ﬂ'/(—2m2+4x)2dx=
0

0

5 3 )

™ 1024 _ 512 + 1024 128 + 64 — 128 ﬁﬂ
5 3 5 3 15

5 16 1" 4 16,17
V—W{x2m4+6x3] 7T|:I4 + — 6 } =
0 3" 0

APPLICAZIONI ALLA FISICA

Esercizio 67. Un punto materiale si muove su una linea retta con un’accelerazione che all’istante ¢ ¢ data da
a(t) = (2t — 6) 7. Sapendo che la velocita all'istante ¢ = 0 ¢ vo = 8 ™, determinare 1) gli istanti ¢ in cui il punto
si ferma nelle posizioni A e B; 2) la distanza tra A e B.

Soluzione. Calcoliamo come varia la velocita nel tempo
v (t) :/(Qt—G)dt:tsztwLC
allora v (0) = 8 = C e la legge delle velocita sara v (t) = t? — 6t + 8. Se il punto si ferma, allora v = 0, per cui

2 —6t+8=0 t;, =2 to=4

calcoliamo la distanza tra i due punti

4
4
AB=s(4 /|t2—6t+8|dt H—Stz—i—St} =gm
2

Esercizio 68. L’accelerazione di un corpo mobile su una retta, in funzione del tempo, ¢ data dalla legge a (t) = age™**

con ag = =25 e k= 6,12 s~1. Sapendo che vy = v (0) = 0,5 s (0) = 0, determinare a) la legge con cui varia la

velocita in funzione del tempo; b) I'equazione oraria del moto e lo spazio percorso in 0,3 s.

dv(t)
at
t

t
0(0) = v+ [ age = v+ [~ e <y (~ ek )
0

Soluzione. a) Sapendo che a () = possiamo ottenere

per cui

v (t) = v + % (1 — e*kt) = % + 0,33 (1 — 676’1275)

ds(t) .+ s .
() ' &i pud scrivere

dt

b) ancora, poiché v (t) =

t
—|—/ vo—i—— —e_kt)}dt:(vo—l—%)t—l—%(e_kt—l)
0

la distanza percorsa in 0, 3 s sara

=(0,5-0,33)0,3—-10,33 (e %1202 —1) = 9,6cm

Esercizio 69. Un conduttore ¢ attraversato da una corrente di intensita i (t) = ksinwt, essendok = 10 A e w = 2 %d.
Calcolare la quantita di carica che attraversa la sezione del conduttore tra l'istante ¢; = 0 e l'istante t5 = 0,5 s.
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Soluzione. Sapendo che l'intensita di carica per definizione & data da i (t) = d‘;—(tt), dove ¢ ¢ la quantita di carica che

fluisce nel tempo, avremo
0,5 L
=[-bcos2t|g = =5(coslpeq — 1) =2,3C

0,5
q(t) :/ k sin wtdt = {—k cos wt}
w 0

0

AREA DI UNA SUPERFICIE DI ROTAZIONE

L’area della superficie generata dalla rotazione intorno all’asse x dell’arco di curva y = f (z), compreso tra i

punti di ascissa x = a e £ = b, si esprime con la formula

b
A, =27 / yv/ 1+ y2dx

a

Esercizio 70. Determinare 1'area della superficie generata dalla rotazione completa attorno all’asse x del segmento

di retto y = v/3z + 2 per x € [1;4].
Soluzione. L’area ¢ ottenibile calcolando I'integrale
4

A:27r/2(\/§x+2>dz:47r

1

4
4w<8\/§+8\g§2> =1

?:172 + 2x

= 4 (125\/§+6> :6w(5\/:§+4)



